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Resumen:

En este trabajo se aplica la transformada de Laplace a la solucidon de ecuaciones
diferenciales tal como comunmente se presentan en el calculo de intensidades de
corrientes y otros factores relevantes en los circuitos eléctricos. Se presentara una
descripcion del método por el cual una ecuacién diferencial “en el dominio del
tiempo” se transforma en una ecuacion algebraica en el “dominio de la frecuencia”.
Varios casos seran estudiados y ejemplificados de modo que se destaque como al
aplicar la transformada, se simplifica el problema. Una vez resuelto cada uno de
los problemas planteados, en el dominio de la frecuencia, se encontrara su
solucion en el dominio del tiempo.



Capitulo I

El Problema

Planteamiento del problema

Es a menudo Util y a veces esencial, analizar el comportamiento y la estabilidad de
un sistema antes de que sea construido o implementado. Muchas técnicas se
centran en la utilizacion de variables transformadas que facilitan el tratamiento
matematico del problema.

En el analisis de sistemas dinamicos continuos predomina la utilizacion de la
transformada de Laplace.

Aplicar la transformada de Laplace es analogo a utilizar logaritmos para simplificar
ciertos tipos de manipulaciones matematicas y soluciones. Al tomar los logaritmos,
los nimeros se transforman en potencias de 10 (o de la base), digamos:
logaritmos  naturales. Como resultado de tales transformaciones, las
multiplicaciones y divisiones se transforman en sumas y restas, respectivamente.
De manera semejante, la aplicacién de la transformada de Laplace al analisis de
sistemas que se pueden describir por ecuaciones diferenciales ordinarias, lineales,
evita la complejidad que rodea a la solucién de éstas en el dominio del tiempo.

La transformada de Laplace se utiliza para convertir relaciones en el dominio del
tiempo, en un conjunto de ecuaciones expresadas en funcion del operador ‘s’ de
Laplace. En consecuencia, la solucidn del problema original se halla por simples

manipulaciones algebraicas en el dominio ‘s’ de Laplace en lugar del dominio del
tiempo.

Objetivo general del proyecto

Aplicar la Transformada de Laplace en la solucidon de ecuaciones diferenciales en
circuitos eléctricos y mostrar la equivalencia de los circuitos y ecuaciones
diferenciales en el dominio del tiempo con los respectivos circuitos y ecuaciones en
el dominio de Laplace, documentando la utilizacion y ventajas del uso de la
transformada en la solucidon de problemas de circuitos eléctricos, de tal modo que
dicho estudio pueda ser utilizado por quienes quieran tener una idea general de la
importancia del método y sus aplicaciones.

Objetivos especificos

1. Presentar las generalidades teoricas y practicas del método.
2. Aplicar la teoria en diferentes casos que involucran, resistencias, fuentes y
condensadores.



Justificacion:

Las aplicaciones de la Transformada de Laplace, aparecen comunmente en
tratados sobre solucion de ecuaciones diferenciales.

Un campo especifico de aplicacion es el calculo de valores tales como corrientes,
voltajes y otros factores en redes eléctricas, cuando estos varian en el tiempo.

Tales aplicaciones son brevemente presentadas en libros dedicados a los circuitos
eléctricos.

La importancia de este proyecto radica en que en el se hallard de una manera
ilustrada con ejemplos, las aplicaciones del tema mostrando la importancia de
éstos tdpicos en la formacion del ingeniero y como los temas tratados en el curso
de Matematica IV tienen amplias aplicaciones.

Alcances y limitaciones

La investigacion abarca aplicaciones basicas de la transformada de Laplace al
estudio de circuitos formados por fuentes, resistencias y condensadores, en los
cuales se hallaran las ecuaciones de corrientes y voltajes en el tiempo.

No cubrird aplicaciones mas avanzadas como el estudio de la funcion de
transferencia. Se limitara por lo tanto a las aplicaciones basicas citadas en el
parrafo anterior.



Capitulo 2.

Marco teodrico

Antecedentes de la investigacion

Los antecedentes de las aplicaciones de la transformada de Laplace a los circuitos
eléctricos se popularizaron hacia los afos 50 del siglo XX, cuando maduro la teoria
de la automatizacion, denominada también “control automatico”, cuando dichas
técnicas se trasladaron a las fabricas.

Bases Teoricas

La transformada de Laplace de una funcion /(%) en el dominio del tiempo, se define
como:

o

F(s)=L[f(t)] =F(s) = je-“semdz

0
Donde L/.], denota la transformacion.

Propiedades basicas de la transformada de Laplace

Las siguientes son algunas de las propiedades fundamentales de la transformada
de Laplace:

P1) La transformada de Laplace es lineal, es decir:

B A0+ L0 = L7 f, ()} + LT f,(0) } = F(s)+ F,(s)
y

LB kf@)r = kL f (t)} = kF(s), para cada constante £

P2) La transformada de Laplace de las derivadas cumple la propiedad:
LiF (t) } = sF(s) - /0)

Donde f(0) es el valor inicial de f(z), parat = 0.

LIF7(t) } = s°F(s) — sO) — £(0)

En general



LIFV 1) } = s"F(s) - sS"Vf0) ... - 7V 0)
P3) El “teorema del valor final”, establece que

Lim ,_ Aft) =1lm _, sf(s)
Facilitando la determinacién de f(¢)cuando ¢tiende a infinito, es decir, el valor al
cual tiende f(¢).

III

P4) El “teorema del valor inicial”, sefiala que

lim, ., f(t) = lim___ sF(s)

y permite la determinacion del valor de f(¢)en el tiempo ¢ =0", es decir, en el
instante inmediatamente después de ¢ =0.

Las propiedades P1) a P4) son las mas utilizadas en el analisis de sistemas.

Para regresar al dominio del tiempo desde el dominio de Laplace, se utiliza la
Transformada inversa de Laplace. Esto es andlogo a como se utilizan los
antilogaritmos, cuando trabajamos con logaritmos.

El paso de la ecuacion diferencial que pretende modelar el comportamiento de un
circuito eléctrico a su “imagen univoca” via la Transformada de Laplace, se puede
estudiar bajo dos visiones, ambas importantes.



Vision 1: Los modelos fisicos

Circuitos:Analisis de Laplace

Elementos del Circuito

i(v) ¢ = Is) !

vy O = v (O

La figura anterior sefala que hay una “equivalencia” para los elementos
“intensidad” y “voltaje” i(t) y v (t), en el dominio del tiempo, con los
elementos “intensidad” y “voltaje” en el dominio de Laplace.

Resistencia

+

+
v =Ri®S R v(t)

+
+

Vs)=RIs)S R V(s)

OM
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La figura anterior presenta la transformada del elemento “resistencia”
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La anterior, la del elemento “inductor”.
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Vision 2: La solucion de la ecuacion diferencial utilizando la
transformada de Laplace

En este proyecto se analizaran varios ejemplos con el objetivo de que el
documento final sirva de apoyo a estudiantes de diversas disciplinas que
deseen acercarse a las aplicaciones de la transformada de Laplace.

1. La transformada de Laplace de una funcién f : [0..) —— R esta dada por

LOs) = e ey

Si la funcion f en el dominio del tiempo fuese tan sencilla como f(t) = 1, una funcion constante,
entonces

oo

L(f)(s) = .[e*“" f(dt = ]oe*‘”dt = - le*” §|=

0 0 s

Y | =

Si f(t) fuese f(t) = sen t, entonces

r 1
L(F)(S) = | e sentdt =
(F)(s) j sen S

La transformada inversa, permitira pasar del dominio de Laplace o de la
“frecuencia”, al dominio del “tiempo”.

En base a los dos ejemplos anteriores, podemos afirmar que:
L'(1/s)=1

1

2

L—l
(s +1

) =sent

Con la transformada de Laplace y aplicando su linealidad, inversibilidad y en
general las propiedades sefaladas antes como P1), P2), P3), P4)

Ilustraremos el método con un ejemplo.

Estudiaremos el comportamiento de un circuito RC en el dominio del tiempo.



El condensador en el circuito siguiente, se encuentra cargado inicialmente hasta 7,

voltios. Estamos interesados en las expresiones en el dominio del tiempo
correspondientes a la intensidad i () de la corriente y el voltaje v ().

_
$ R \
Circuito de descarga del

condensador Circuito equivalente en el
dominio “'s” de Laplace

>

=0
o

—~

Vo C iR] v

- [N &=

Comenzamos determinando i. Al transferir el circuito al dominio “'s”, utilizaremos
el circuito equivalente para el condensador cargado, utilizando un CII‘CUItO, en serie
de una malla, de donde se genera la expresion

V.
oL

TSC

Al resolver la ecuacion para I, se obtiene

—t

. V, —
La cual se transforma por la transformada inversa de Laplace en i(¢) = E‘)e“u(z)

La manera mas sencilla en este caso, de determinar v(¢)es utilizando la ley de
Ohm

—t

v(£) = i(H)R = Ve u(t)



Tabla basica de transformadas de Laplace

Transformadas de Operacion
N F(s) f(t),t>0

definition of a Laplace transform

1.1 T(s) = Imexp[— st )y (t)dt
1]
y(®)
inversion formula
1.2 Y(S) 1 o+ jm
yit) = —I o exp(st)Y(s)ds
jamde1e
first derivative
1.3 sT{s)—y(0)
¥
second derivative
14 52 ¥(s)- 5 7(0)- ¥'(0)
¥'(t)
s Y (s)—s" = [F '([:':'] nth derivative
15 | =52 25(0)] - -sly® 2 )] "
1
- t
integration
1.6 lF(s) t
5
IEI YI:T:I dr
convolution integral
1.7 F(s)G(s)
J‘; f [t = leg[?jld?
1.8 lF[i] F (o)
N
shifting in the s-plane
1.9 Fiz—a)
EXp I:u::et:l fit)
1

T exp [_ st]f(t) At f(t) has period T, such that

110 l—exp[—sT)IU f(t+T)=1(t)
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Definicion de términos basicos

Transformada de Laplace: La transformacion citada en este marco tedrico, que
transforma ecuaciones en el dominio del tiempo a sus equivalentes en el dominio
de Laplace o de la frecuencia.

Transformada inversa de Laplace: La transformacion inversa que transforma
ecuaciones en el dominio de Laplace a ecuaciones en el dominio del tiempo.

Capacitancia: a) La propiedad de un no-conductor eléctrico que permite el
almacenamiento de energia como resultado de un desplazamiento eléctrico cuando
superficies opuestas del no-conductor se mantienen a diferentes potenciales.

b) La medida de dicha propiedad que es igual a la razén de la carga (q) sobre la
diferencia de potencial (v) entre las superficies. La capacitancia se mide en
faradios.

Condensador: Un dispositivo que produce capacitancia, en el cual se condensa
una carga a una determinada diferencia de potencial entre sus capas.

Resistencia: a) Dificultad variable que opone un conductor al paso de la
corriente. La resistencia se mide en Ohmios.
b) Dispositivo fisico que opone resistencia al paso de la corriente.

Voltaje: Diferencia de potencial entre los extremos de un conductor. Se mide en
voltios.

Corriente: Movimiento de la electricidad. Se mide en amperios.

Fuente: Dispositivo que genera diferencia de potencial, posibilitando movimiento
de electricidad, tal como pilas, baterias, y generadores de corriente.



