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Guia preparada a partir de las secciones 11.5 a 11.8 de “Calculo: Conceptos y Contextos” de
James Stewart.

Reglas de la cadena. Pags. 789-792

Caso 1. Sea z = f(x,y) una funcion diferenciable de x e de y (es decir que £, y £, existen y son
continuas) y que x = g(t), h = h(t), son funciones diferenciables de t ( es decir que g’(t) y h’(t),
existen y son continuas). Entonces z = f(x,y) es una funcion diferenciable de t y

dz/dt = 8f/dx . dx/dt + &f/dy . dy/dt Es decir dz/dt = 8z/0x . dx/dt + 8z/dy . dy/dt

Ejemplol: Si z = x’y + 3xy*, donde x = sen 2t, y = cos t. Calcule dz/dt cuando t = 0.

Solucion: dx/dt =2 cos 2t, dy/dt = - sen t, 8z/5x = 2xy + 3y*, §z/8y = x* + 12 xy’

Luego  gz/dt = (2x + 3y*)(2 cos 2t) + (x> + 12xy°) (- sen t)

Teniendo en cuenta que x =sen2t = 0|.
=0 =0
y =cos t =1
-0
tenemos que:
dz/dt = (0+3)(2) + (12)(0) =6
t=0

Esto se podria calcular sin utilizar la regla de la cadena para funciones de varias variables,
despejando a z como funcién de una sola variable t, asi:

Como z=x’y + 3xy’, donde x = sen 2t, y = cos t., entonces
z=sen ’ 2t cos t + 3 sen 2t cos't.

Luego dz/ dt= (2 sen 2t)(2) cos t + (- sen t )sen” 2t + 3 (2 cos 2t)(cos * t + 4 cos *t (-sen t)
= 6 cos 2t (cos 4t) —4 sen t cos ° t.

Por lo tanto dz/dt =6, yaque sent| =0
t=0 t=0

Las respuestas para el ejemplo 1 coinciden, por supuesto.



Caso 2. Sea z = f(x, y) una funcién diferenciable de x e y (las derivadas parciales existen y son
continuas) , donde x=g(s,t), y=Nh(s, t), son funciones diferenciables (las derivadas parciales
existen y son continuas), entonces

Eiemplod. Seaz o /Ss = (52/5x)(8x/8s) + (52/8y)( Sy/Ss)
Solucion: ¢ 02/t = (dz/8x)(8x/8t) + (82/8y)( By/dt)

0z/8y = e*cosy (En este caso e es una constante)
Sx/8s = 8(st?)/ds =t%; Sx/dt = §(st?)/dt = 2st
Sy/ds = &(s’t)/Ss =2st; dy/dt = &(s’t)/dt =’

2 st2

Luego:  8z/8s =¢* (sen y) () + e (cos y) (2st) = t*e™sen (s’t) + 2st(e’’)cos (%)

Luego:  8z/8t = e* (sen y) (2st) + ¢* (cos y) s* = 2st e™sen (s°t) + s° (¢* ¥)cos (s*t)
(*) Se han reemplazado x e y por x =st”, y=s"t

La regla de la cadena (caso general)
Pags. 792-794

Diversos casos se pueden presentar. Los ejemplificaremos teniendo en cuenta los arboles de la

izquierda.
‘/\‘ du/ds = (Ou/dx)(0x/ds) + (Sdu/dy)( dy/ds)
X y
/N Y\ Su/dt = (Su/dx)(5x/8t) + (Su/dy)( Sy/dt)
s t s t
/ l \ du/dr = (du/dx)(dx/0r) + (du/dy)( dy/dr) + (du/dz)( &z/dr)

X z du/ds = (Ou/dx)(0x/ds) + (du/dy)( dy/ds) + (du/dz)( 6z/ds)
/l\ /I\ /l\ Su/St = (Su/Sx)(5x/5t) + (Su/Sy)( Sy/dt) + (Su/dz)( 52/50)
r st

rst r st

Ejemplo 5: Seau =x"y + y’z’, donde x =rse', y=rs’e’!, z=r’s sent
Encuentre el valor de du/ds, cuandor=2,s=1,t=0.
Solucién: du/ds = (Ou/dx)(0x/ds) + (du/dy)( dy/ds) + (du/dz)( 5z/3s)
du/dx =4x’y+0, Suldy = x*+2yz’, Suldz =0+ 3y*Z
dx/ds = re', Sy/ds = 2rse’’, 82/8s =1° sent.



Por lo tanto
du/ds = 4x’yre' + (x* + 2yZ°) 2rse” + 3y’Z P sen t.

como X | =2, =2, z =0

Entonces
Ox/ds =(64)2 + (16+0) 4 + 0(0) = 192

Diferenciacion implicita.

Ejemplo 8. Determine y’ = dy/dx si x’ +y’ = 6xy

Derivando implicitamente (x> +y’)" = (6xy)". Luego 3x* + 3y’ y' =6 (y + x y)
Por lo tanto: 3y*y’ - 6xy’ = -3x° + 6y.

En consecuencia: y'= (-3x% + 6y)/(3y*-6x) = (-x* + 2y)/(y*-2x)

Podemos utilizar el siguiente teorema

Teorema de la funcidén implicita

Si F esta definida sobre un disco abierto que contiene (a,b), donde F(a,b) = 0,

Fy(a,b)20 y y Fy, F, son continuas en esa esfera (F es diferenciable), entonces la
ecuacion F(x,y)=0, define a y como una funcion de x cerca del punto (a,b),
entonces

dy/dx = - (SF/5x)/( 8F/8y) = - (F,/F,)

En este caso, haciendo F(x,y) = x° + y° - 6xy = 0. Obtenemos por el teorema de la funcion
implicita
dy/dx = - (OF/0x)/( 6f/dy) = - (F\/F,)
Como F,=3x’>— 6y, F,= 3y’ - 6x, concluimos: y'= - (3x%-6y)/(3y*-6x) =
(-3x2+6y)/(3y -6x). Coincidiendo con el resultado anterior.

Encuentre 8z/8x y 8z/3y six’ +y’ + 2z + 6xyz =1

Solucién: 3x*/8x + 8y’ /dx + 82’ /8x+ 8(6xyz)/ dx = 0

Porlo tanto  3x* + 0 + 3z%8x/3x + 6y ((x 82/0x) + z) = 0

Despejando  8z/8x = - (3x* + 6yz)/(32> + 6xy) = - (x* + 2y2)/(Z* + 2xy)

Se puede también resolver por el siguiente Teorema de la funcién implicita generalizado

Si F se define dentro de una esfera que contiene (a,b,c), en donde F(a,b,c) = 0, F,(a,b,c)#0, y
F,, F,, F,, son continuas en esa esfera (F es diferenciable), entonces la ecuacion F(x,y,z)=0,
define a z como una funcion de x e y, cerca del punto (a,b,c). En este caso

0z/8x = - Fy/F,, 0z/8y = - F,/F,



Calculando 8z/8x = - F/F, = - (3x” + 6yz)/(32’+6xy), que coincide con el resultado anterior.

Aprovecharemos para calcular
82/8y = - F,/F, = - (3y" + 6x2)/(32°+6xy) = - (Y + 2x2)/(Z*+2xy)
11.6 Derivadas direccionales v vector gradiente pags 798-808

Definicion: Sea z = f(x,y). La derivada direccional de f en (xo,y,) en direccion del vector unitario
u=(a,b) es

D.f(x0,y0) = lim  (f(xo + ha, yo + hb) — f(xo,, yo))/h
h—>0
Con dicha definicion si u =1i=(1,0) entonces
Dif = lim f(f(xo + h, yo + h) — f(X0,, yo))/h = = 3f/0x
h_,0
Andlogamente, si j=(0,1), D;f= 6f/dy

Teorema: Si f'es una funcion diferenciable de x e de y, entonces f tiene una derivada
direccional en la direccion de cualquier vector unitario u = (a,b) y

D.f(x,y) = (6f/8x) a + (6f/dy) b

Utilizando el producto punto (interno) de vectores y definiendo el gradiente de una funcion z=f(x,y)
como el vector VT (x,y) = (8f/0x, 8f/dy), tenemos que
D,f(x,y) = Vf. u, siendo u un vector unitario.

Ejemplo 2: Pag 801

Encuentre la derivada direccional D,f(x,y) = Vf. u, de la funcion f(x,y)= x’ — 3xy + 4y’si u es el

vector unitario dado por el d&ngulo o=n/6. Calcule D,f(1,2).

Solucién: Para cada angulo o (ver figura), el vector u = (cos o, sen &) = cos 0. i+ sen o j =
cos o i + cos B j es un vector unitario, ya que cos’o-+sen’o=

L : coszoﬁrcoszB = 1. Los cosenos, cosa, cosP se llaman los cosenos

directores del vector u.

cosP B0} irkgg Por lo tanto V£ (x,y)= (3x’- 3y, -3x + 8y)

cos o Como cos /6 = V3/2, sen /6 = 1/2

En este caso D,f(1,2) = Vf(1,2). u= (-3, 13) (V3/2, 1/2) =

-3V3/2 + 13/2 = (13 - 333)/2.

La derivada direccional de una funcion f(x,y) en la direccion de un vector v, se define como la

derivada direccional de f(x,y) en la direccion de un vector unitario u, en la direccion de v.

Problema: Si f(x,y) =x’y y v=(3,4), halle D,f(x,y) .
: Calculemos un vector unitario u en la direccion de v. u = ( 3/5,4/5) ya que lul= V(9 + 16) = 5.
Por lo tanto Dyf(x,y) = Dyf(x,y) = Vf (x,y). u = (2xy, x°). (3/5,4/5) = (6xy + 4x7)/5.

Revise, entre otros, el ejemplo 4 de la pagina 802

Paginas 803-807



Extension del concepto de derivada direccional a tres variables. Para una funcién f(x,y,z) se define:
VT (x,y,z)= (8f/8x, &f/dy, of/dz).
Y la derivada direccional en la direccion de un vector unitario u, entonces
D.f(x,y,2) = Vf(x,y,2). u
Esta definicion extiende la utilizacion del calculo en el estudio del comportamiento de una funcion
f(x,y,z), alrededor de puntos cercanos a un punto P(a,b,c), moviéndonos en la direccion del vector
unitario u. Revise Stewart. Pags 803 a 807.

Sea Xy = (X0, Yo. Zoy. Sea uun vector unitario, Se define
D, f(Xo) = Duf (X0,¥0,20) = lim  (f(xo + hu) — f(xo))/h
h—>0
Se tiene que
D.f(xo) = Vf(x¢) . u

Ejemplo 5 Pg. 803
Si f(x,y,z) = x sen yz, obtenga el vector gradiente de f'y b) calcule la derivada direccional de fen

(1,3,0) en la direccion de v=1i+ 2j — k.
Solucién: Vf= (£, f,, f,) = (sen (yz), x cos (yz) z, x cos (yz) y) = (sen (yz), Xz cos (yz), Xy cos (yz))
V1(1,3,0) = (0,0,3)
Como v =(1,2,-1), entonces | v | =6.
Luego el vector unitario en la direccion de ves u = (16, 26, -1/6).
Luego D,f(1,3,0) = Vf(1,3,0). u=(0,0,3). (1N6, 26, -16) = -\6/2

Maximo incremento de la derivada direccional

Duf(xo) = VA(Xo) . u= | VExo) | |u|cos 8= | V(xo)|cos 8 =, en donde 6 es el angulo “entre” Vf(x)

yu.
Como -1 <cos 6 < 1, el maximo valor de D,f(x() se da cuando cos 6 = 1, es decir cuando u esta en
la direccion de VA1(xo), en este caso D,f(xo) = | Vii(xo) |.

Maximos vy minimos. Pags 811-813

Definicién: Una funcion f(x,y) de dos variables tiene un maximo local en (a,b) si
f(x,y)<f(a,b) cuando (x,y) esta cerca de (a,b) (Esto significa que f(x,y)<f(a,b) para todos los
puntos (x,y) en algin disco con centro en (a,b)). El nimero f(a,b) se llama maximo local. Si
f(x,y) = f(a,b) cuando (x,y) esta cerca de (a,b) entonces f(a,b) es un minimo local.

Si f tiene un maximo o un minimo local en (a,b) y hay derivadas parciales de primer
orden de f, entonces fi(a,b) = f(a,b) = 0. El punto (a,b) se denomina un punto critico
de f.

Ejemplo Sea f(x,y) = x> + y*—2x-6y+14, entonces fi(x,y) = 2x — 2 f(x,y)=2y—6
fi(x,y) =0 = 2x-2=0 = x=1
fi(x,y)=0 = 2y-6=0 = y=3

Tenemos: fx,y)=x"—2x+y —6y+ 14=x"—2x+ 1 +y* =6y +9 + 4 = (x-1)* + (y-3)* + 4.
Luego: f(x,y) = 4. Por lo tanto, para x =1, y = 3 (punto critico) , hay un valor minimo f(x,y) = 4. La
funcioén no tiene un maximo.



Prueba de las segundas derivadas

Suponga que las segundas derivadas parciales de f son continuas en un disco con centro en (a,b)
y que fi(a,b) = f(a,b) =0 (Es decir (a,b) es un punto critico de f). Sea
D = D(a,b) = f(a,b) fy(a,b) — £, (a,b) =

fi(a,b) fiy(a,b)
fa(ab) fy(ab)

Entonces: Si D > 0y fix(a,b) > 0, entonces f(a,b) es un minimo local
Si D > 0y fix(a,b) <0, entonces f(a,b) es un maximo local
Si D < 0 entonces f(a,b) no es un extremo local y f(a,b) se denomina un punto de
silla.

Ejemplo 3. Pag 812

Encuentre el méaximo o minimo local y los puntos sillas de f(x,y) = x* + y* — 4xy + 1
Solucion: ) f,=4x —dy2)f,=4y —4x

Hf=0 =y=x

Hf=0 =y =x
Al sustituir y = x> de 3) en 4), tenemos (')’ =x =>x —x=0=>x (x*+ ) (x* - 1)=0
La expresion (x* + 1) solo aporta raices o ceros complejos. Como en los reales x* + 1 >0,
concluimos que x (x* - N =x (x*+ 1) (x*-1)=0
Mas en los reales x* + 1 > 0. Concluimos que x(x* - 1) = 0. De donde salen las raices
x=0,x=1,x=-1. Como de 3) y = x’, encontramos que los puntos (0,0), (1,1), (-1,-1) son los
puntos criticos.
Ahora: f, =12%°,  f,,=-4, f,, = 12y’
(fyx = - 4. Luego f, = f,x = - 4. Lo que sucede es que cuando las segundas derivadas parciales son
continuas , como en este caso, entonces f,, = f,,)
a) En (0,0) D = £ (0,0) £,y (0,0) — fxy (0,0) = 0 — 4% = - 16 < 0. Punto de silla. No extremo.
b) En (1,1) D =i, (1,1) f,, (1,1) — xy (1,1) = 12(12)-16 = 128 > 0. Minimo local
¢)En(-1,-1) D =f, (-1,-1) fy (-1,-1) - £xy (-1,-1) = 12(12)-16 = 128 > 0. También minimo

local.

El valor minimo local en f(1,1) es —1, que por coincidencia es el mismo valor para el minimo local
f(-1,-1).

Multiplicadores de Lagrange
Seccion 11.8. Pag. 823

Para encontrar los valores maximos y minimos de f(x,y,z) limitada por g(x,y,z) = k (y suponiendo
que estos valores existan:
a) Determine los valores e x,y,z y A tales que

a) Vf(x, y, 2) =A Vg(x,y,2) y b) g(x,y,2) =k

Evalue fen todos los puntos (x, y, z) que son resultado del paso a). El mayor, e el valor maximo de
f'y el mas pequeifio, el valor minimo de f.



Ejemplo 1. Se va a elaborar una caja rectangular, sin tapa, cn 12 m” de cartulina. Determine e valor
maximo de la misma.

Solucién. V = Xxyz, sujeta a la restriccion g(x,y,z) = 2xz + 2yz +xy = 12 (no tiene tapa)

Z

Resolvemos V1(x, v, z) = A Vg(x, v, 2)

V1(x, y, z) = (0f/dx, &f/dy, 6f/8z) = (yz, Xz, Xy)
y A Ve(x,y, z) = A (0g/dx, dg/dy, 8g/dz) =

x| A2z +y, 2z +x, 2x +2y). Luego de a)

(yz, xz, xy) =A 2z +y, 2z + X, 2x + 2y)

o equivalentemente 1) yz= A (2z+y) 2) xz= A (2z+X) 3)xy= A(2x+2y)
recordando b): 2xz + 2yz + xy = 12
A # 0, puesto que si no, xz=yz=xy = 0y no se satisfaria b)1),2) y 3 selectivamente por
X, y, Z respectivamente, tedremos
4) xyz = M2xz + xy) 5) xyz = A (2yz +xy) 6) xyz = A (2xz + 2yz)
De 4) y 5) obtenemos 7 ) 2xz + xy = 2yz + xy. Si z= 0, obtenemos V = 0, recuerde V =xyz con xy
=12 (de b)). Si z# 0, entonces V # 0. Como de 7) 2xz — 2yz = 0, concluiremos que 2x — 2y = 0, de
donde x =y.

De 5) y 6) obtenemos 2yz + xy = 2xz + 2yz. Por lo tanto xy = 2xz ( ano ser que x = 0,
concluyéndose de nuevo V = 0.

Sustituyendo en b) 2xz + 2yz + xy = 12, el hecho x =y = 2z, obtenemos 4 z*+4 z°+4 7> = 12

Por lo tanto 12 z> = 12, de donde z = 1. Luego x=2,y=2,z=1 (de x =y = 2z). El valor maximo
de V se da para estos valores.



