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CAPITULO 3

SOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

OBJETIVOS:

Al terminar el capitulo el estudiante estara en capacidad de:

i) Resolver sistemas de ecuaciones utilizando el método de Gauss

i) Resolver de ser necesario el sistema de ecuaciones por el método de Gauss Jordan.

ii) Hallar expresiones vectoriales de la solucion general de un sistema de ecuaciones

iv) Determinar para matrices de dimensiones pequefias, si son no singulares o regulares (poseen
inversa) y calcular su matriz inversa.

V) Descomponer de manera rapida una matriz de orden pequefio n, en la forma LU, o en la

forma PLU si es el caso, en donde P es una matriz de permutacién obtenida al permutar (o
nd) dos 0 mas filas de la matriz idéntica.

vi) Resolver sistemas de ecuaciones lineales simultaneas utilizando la descomposicion LU (o
PLU).

vii) Calcular la matriz inversa de una matriz, si existe, a partir de la descomposicion LU.

El apéndice A, sobre el método simplex, mostrara casos de sistemas con infinitas soluciones en los
cuales debe buscarse una solucion éptima en el sentido que alli se aclarara.

Los métodos aun ‘cuando generales, se explicaran generalmente basandose en matrices de orden menor,
pero en los ejercicios se plantea su extension (obvia) a matrices de orden superior.

Elementos de este texto pueden ser utilizados para ensefiar rudimentos de calculo o analisis numérico.

Asesorias Educativas 58-416-3599615 & 58-424-2616413 / 412-0231903



76 Capitulo 3 Solucion de Sistemas de Ecuaciones Lineales

3.1 INTRODUCCION
Los sistemas de m ecuaciones lineales con n incognitas de la forma

b

an X1 tap X ...+ an X

(3.1) A X1 taxXet...t an X =b

am X1+ am2 X2 *...+ @m Xn = bm

en donde los COEFICIENTES aij (i = 1,2,......,m; j = 12,..,n)ylos PARAMETROS b1 (i = 1,2,..m,)
son conocidos aparecen en contextos muy diversos ya sea en el planteamiento matematico de un problema
practico, en una etapa intermedia de la solucion del mismo o en la solucion final.

Por ejemplo para hallar dos nimeros x1 y X2 cuya suma sea 12y su diferencia 4 debe resolverse el sistema
de ecuaciones

Xt + X2 =12
(3.2)
Xt - X =4

El sistema anterior tiene solucion Gnica x1 = 8, x2 = 4.

Presentamos a continuacién un ejemplo que nos lleva a plantear un sistema de ecuaciones lineales cuya
solucién no es unica.

(3.3) ejemplo: Considere una industria pequefia que emplea dos maquinas 1 y 2 en la produccion
de dos productos diferentes denominados también 1 .y-2. Asuma que cada producto elaborado debe ser
sometido a un proceso en el cual intervienen todas las‘maquinas.

La tabla 3.4 muestra:

a) El nimero de horas que trabaja cada maquina en el proceso de produccion de una unidad de
cada uno de los productos.

b) El maximo numeros de horas que cada maquina puede trabajar enla semana ( el tiempo restante
de la semana es empleado en mantenimiento ).

Tiempo empleado

por unidad
(3.4)
Producto Producto Numero total de horas
disponibles/semana
Maquina 1 2
1 1 1 30
2 1 2 50

Si x (j = 1,2) denota el niumero de unidades de productos j producidas por semana es evidente que
X1+ X0 <30

(3.5)
X1+ 2x2 < 50

Ademas como no se puede producir un numero negativo de articulos, se tiene que

(3.6) x1>20, x>0
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Capitulo 3 Solucion de Sistemas de Ecuaciones Lineales 77

Las restricciones dadas por (3.5) y (3,6) se puede sustituir por

X1+ x2+x3 = 30
(3.7)
X1+ 2%x2 + x4 = 50,
y
(3.8) x120, x>0, x3>20, x4 >0

en donde las variables x3 y x4 son variables de  HOLGURA, ya que x1 y x2son soluciones de (3.5) y
(3.6) si y solo si son soluciones de (3.7) y (3.8) para algun par de nimeros X3, Xa.

Restando la primera ecuacion de la segunda reducimos (3.7) a
X1+t X2+t X3 = 30
(3.9)
X2- X3 +xa = 20
Restando la segunda ecuacion de la primera obtenemos
X1 +2x3-x%x = 10
(3.10)
X2 - X3s+xa =20

En consecuencia x1 y X2 se podrian hallar a partir de

10 - 2x3 + X4

X1
(3.11)
20 + X3 - X4

X2

Las ecuaciones anteriores nos muestran que el sistema de ecuaciones (3.7) asociado con el problema
planteado tiene infinitas soluciones las cuales se pueden hallar dando valores arbitrariosa x3 y Xa.

Cuando un sistema de ecuaciones lineales con solucion no unica como (3.10) se presenta en conexion con un
problema a resolver es posible que una-expresion general de las soluciones como la dada en (3.11) sea
suficiente.  No este el caso de nuestro problema ya que la restriccion (3.8) limita la libre escogencia de
valores para x3 y xs. Notese que la solucion para la cual

10

x3=20, X4
produciria

x1=-20, x2 =30
La cual no es unasolucién admisible para (3.5) y (3.6 ).

Los sistemas de ecuaciones con solucién no tnica ' aparecen ligados con problemas muy diversos en los
cuales-una solucion general como ( 3.11) puede ser de mucha, escasa o ninguna importancia.

Si la ganancia neta G en la produccion de cada unidad del producto 1 es $200 y de $100 por cada unidad del
producto 2, podria ser importante ( y podria no serlo ) maximizar las ganancias, es decir :

maximizar.
(3.12) G(x1,x2) = 200x1 + 100x2

sobre el conjunto definido por (3.11) teniendo en cuenta las restricciones dadas en (3.8).

! Mas adelante se vera que un sistema de ecuaciones con solucion no unica tiene infinitas soluciones.
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78 Capitulo 3 Matriz Escalonada. Método de Gauss

Una expresion como (3.11) no es suficiente para hallar soluciones que estén asociadas con la
optimizacién de (3.12). Existen en cambio métodos que nos permiten hallar valores x1 , x2 enel
conjunto definido por (3.5)y (3.6 ) 6 (3.7) y (3.8 ) que maximicen (3.12).

En el ejemplo planteado existe una “solucion Unica “ que optimiza ( 3.12 )*
Esta solucién esta dada en esté caso por

xt = 30, x2 =0
Para una ganancia maxima de $6.000.

Diferiremos el estudio de la optimizacién de funciones “lineales” sujetas a restricciones también “lineales” al
capitulo sobre el método SIMPLEX.

En este capitulo abordaremos el estudio de los sistemas de ecuaciones lineales simultaneas.

Por medio de  OPERACIONES ELEMENTALES por FILAS, utilizando el método de ELIMINACION de
GAUSS  reduciremos un sistema de ecuaciones a otro con las mismas soluciones cuya matriz es
ESCALONADA. Soluciones de este ultimo sistema se hallaran por SUSTITUCION REGRESIVA.

El método de ELIMINACION de GAUSS JORDAN se utilizard para transformar un sistema de
ecuaciones en otro EQUIVALENTE ( con las mismas soluciones ) cuya matriz-de los coeficientes sea una
MATRIZ ESCALONADA REDUCIDA. Mostraremos ademas como podria usarse tal método para hallar
la matriz inversa de una matriz no singular.

Al final del capitulo mostraremos soluciones de un sistema de ecuaciones con solucién unica obtenidas al
aplicar el método de GAUSS vy el método de GAUSS con PIVOTE PARCIAL. Los calculos se
efectuaron en una computadora. Se mostrara como el error por redondeo afecta los calculos de tal modo
que las respuestas obtenidas por los dos métodos no coinciden.

3.2 MATRIZ ESCALONADA. METODO DE GAUSS

En muchas aplicaciones practicas es necesario hallar soluciones de un SISTEMA DE ECUACIONES
LINEALES SIMULTANEAS tal como es el caso de:

2Xx-y+z=1
(3.13) X+y-z=2
X-y+z=0

El cual puede reducirse por OPERACIONES ELEMENTALES POR FILAS paso por paso, a un sistema
mas sencillo coma'lo indicamos a continuacion. En nuestra notacion llamaremos F; a la i-ésima fila.

PASO 1 PASO 2
2X-y+z-= 1 2x-y+z =1 2x-y+z =1
X+y-z =2 (2F2-Fy) ~> Jy-3z=3 Jy-3z=3
X=y+z=0 (2F3-F¢) ~> v+ z=-1 (BF3+Fq) ~> 0z=0

El Gltimo sistema es equivalente a

(3.14) 2X-y+z
y -z

hemos dividido la 22 ecuacion entre 3 y desechado la 3% pues no impone restricciones sobre z. Para
hallar soluciones de ( 3.14 ) que son las mismas de (3.13), como se demostrara, basta dar valores a la
variable z y calcular valores de x, y por SUSTITUCION REGRESIVA asi:

a) Para z=0, (3.14)queda asi

? No siempre tal solucién es unica. Diferentes valores de x; y x, podrian producir el mismo valor méximo G(x; , X,).
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Capitulo 3 Matriz Escalonada. Método de Gauss 79

(3.19) 2x-y=1
y=1

concluyéndose que 2x-1=10seaque x=1
Una solucion de ( 3.14 ), por lo tanto del sistema original seria:

x=1, y=1, z=0

b) Para z=1, (3.14) quedaria como:
(3.16) 2x-y+1=1
y-1=1

Luegp y=2y z=1

Al despejar la y en la 22 ecuacion de 3.16 y sustituir los valoresde Y y Z (SUSTITUCION REGRESIVA)
en la 12 ecuacion para hallar el valor de x, obtenemos la 22 solucion:

x=1,y=2, z=1

Examinando de nuevo (3.14)

Vemos la forma ESCALONADA la cual con el hecho evidente de que tenemos mas incognitas que
ecuaciones nos permite concluir:

1. El sistema tiene tantas soluciones (infinitas) como valores puede tomar z.
2. La forma escalonada facilita la SUSTITUCION REGRESIVA, para hallar los valores de 'y
.Y, Xen su orden.

Al transformar (3.14) en: 2x-y=1=z (3.15)

vemos que tenemos dos VARIABLES DEPENDIENTES (x e y), y una VARIABLE INDEPENDIENTE (2).
Por lo cual el sistema tiene infinitas soluciones ( ( y un grado de libertad (z) ).

A veces los sistemas de ecuaciones lineales simultaneas tienen solucién unica como es el caso de:
x+y-2z=0
(3.16) X +2y+z=5
X+ y+z=4

ya.que-en pasos sucesivos, este sistema se reduciria a:

PASO 1
X+y-z=0 X +y-2z=0
X+2y+z=5 (Fo+(-) F1) ~> y +2z =5
X+ y+z=4 (F3+(-) F1) ~> 2z =4,

La UNICA solucion de (3.16), es a partir de z = 2 (3ra. Ecuacion de (3.16)) y por sustitucion regresiva: x =1,
y=1,z=2

El sistema de ecuaciones lineales (simultaneas) podria no tener solucién como es el caso de:

X+y-z=0
(3.17) X +2y+z=5
3x +d4y-z=4
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80 Capitulo 3 Matriz Escalonada. Método de Gauss

El cual nos llevaria paso a paso a:

X+y-z=0 Xx+y-2z=0 X+y-z=0
X+2y+z=5 (Fo+( -)Fq) ~> y+2z=5 y+2z= 5
3x +4y-z=4 (Fs+(-3)F1) ~> y+2z=4 (F3-F)~> 0z=-1

La ultima ecuacion del ultimo sistema lo hace claramente inconsistente, ya que no hay valor de z que
satisfaga la ecuacion 0z = - 1.

Los procesos de eliminacion mostrados antes seran efectuados con matrices sin acarrear las variables.

Es claro que los pasos a partir de (3.13)

PASO 1 PASO 2

2x-y+z =1 2x-y+z = 1 2x-y+z =1
X+y-z=2 (2F2-Fy) ~> Jy-3z= 3 Jy-3z=3
X-y+z=0 (2F3-Fy) ~> y+z =-1 (BF3+Fq) ~> 0z=0
se podrian manejar como:

PASO 1 PASO 2
2 1111 2-1 111 2.1 111
11112 (2F2-Fq) ~> 0 3-3]3 0 3-3| 3
1-1 110 J@2F-Fy) ~> 0-11]-1 (3F3+ Fy) ~> 0 0 0|0
y que los pasos a partir de (3.16.)
xX+y-z=0 X +y-~z=0
X+2y+z=15 (Fa+(-) F1) ~> y+2z =5
X+ y+z-= 4 (F3+(-) F1) ~> 2z =4.
Se podrian seguir como
11110 11110
12 115 (2F2-Fq) ~> 0 1215
11 114 (2F3-Fq) ~> 00 2|4
y a partir de (3.17) ,

X+y-z=0
X t2y+z=5

3x t4y-z=4
La secuencia seria

PASO 1 PASO 2
1..1-110 11110 11110
12115 (F2- F1) ~> 01 2|5 0 12]5
3 4114 (2F3-Fq) ~> 0-1 11 (3Fs+Fq) ~> 0 0 01

Los sistemas se podran reconstruir colocando en su lugar las variables x, y, z.

En nuestros métodos no cambiaremos el orden de las columnas lo cual equivaldria a cambiar el orden de
las incognitas (lo cual también es posible, siempre y cuando esta permutacién de columnas se tenga en
cuenta en la solucion final).

En consecuencia, para resolver un sistema de ecuaciones

Asesorias Educativas 58-416-3599615 80 58-424-2616413 / 412-0231903



Capitulo 3

ann X1 tap x +..
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Lt a1in Xn
.+ axn Xn

81

b
07)

am X1+ am2 X2 *...+ @m Xn = bm

el cual se puede expresar en forma matricial como Ax =b , en donde

an a2 ... amn

a1 a2 .. am
(3.18) A= ast as .. an |,

am1 dm2 ... dmn

X1
X2

X = (X3

b1
b2
yb=]bs

bm

en donde las MATRICES COLUMNA o VECTORES (COLUMNA), x y b, se denominan, respectivamente,
el VECTOR DE LAS INCOGNITAS y el VECTOR DE LOS PARAMETROS o .TERMINOS
INDEPENDIENTES vy la matriz A de (3.18) se denomina la MATRIZ DE LOS COEFICIENTES, se efectta
reduciendo a la forma ESCALONADA a la MATRIZ AUMENTADA

at arz ... am | b1
a1 an .. an| b2
(3.19) A= |as3 as .. am | b3
am1 am2 ... @m | bm

Definicion: Una matriz
propiedades siguientes:

a)Siaik y asj, denotan los primeros elementos diferentes de 0, de

a =(aij)mn#=0,es una.matriz ESCALONADA cuando tiene las

izquierda a derecha, en las

flasi y s respectivamente, coni<s, entonces k <j. Dicho de otro modo, el primer elemento
diferente de 0 de una fila superior, se halla en una columna situada a la izquierda de sus

homologos de otras filas.

b) Las primeras r filas de A son diferentes de 0 (tienen algun elemento diferente de 0) y las
siguientes, si r < m, estan conformadas por ceros.
Esto garantiza que no haya'filas de ceros intercaladas entre filas diferentes de 0.

(3.20) EJEMPLO: La matriz

1234
A .= 0051
012 1

no es escalonada por violar la condicién a).

(3.21) EJEMPLO: La matriz

OO ON
ON OO

1
0
1
4

OO O -
O WwWo -~

no es escalonada por violar la condicidn b).
La matriz:

(3.22)
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82 Capitulo 3 Matriz Escalonada. Método de Gauss

es una MATRIZ ESCALONADA.

La solucién de Ax = b, cuando ( A | b ) se reduce a la forma escalonada se halla utilizando sustitucion
regresiva.

(3.23) EJEMPLO: Halle al menos una solucion del sistema
2X1+ X2- X3+ X4

X2 + X3 - 2X4
X4

El sistema de ecuaciones de este ejemplo se puede expresar en la forma Ax = b, en donde

(3.24)

O OoON
O A
O -
N

es una matriz escalonada.

De la ultima ecuacion de (3.23) se tiene que x4= 1. Por sustitucion regresiva de
x4 por 1 en las dos primeras filas de (2.13) concluimos que

(3.25) 2Xx1+ X2- x3 =0
X2+ X3 =4

Las ecuaciones (3.25) nos indican que el sistema de ecuaciones(3.23) tiene infinitas soluciones ya que a
x3 (0a x2)se le puede asignar valor arbitrario.

Los siguientes resultados se obtienen por sustitucion regresiva en (3.25) si se le asigna el valor dado a x3:
X1=-1,x2=3,x3=1,x4=1;x1=-2,X2=4 ,x3=0,x4 =1

No siempre el sistema de ecuaciones Ax = b- tiene solucién, auncuando A sea una matriz escalonada.

Si 12 3 1
0 1 2 2

A= 0 0 10 b = 0

0 00 0

00 O 1

La dltima ecuacién de
X1+ 2X2 + 3X3
Oxq + X2+ 2X3
Ox1 + Ox2 + Oxs
O0x1 + Ox2 + Oxs

1
2
0
1
es-inconsistente.

EJERCICIOS: La matriz de los coeficientes de cada uno de los sistemas que siguen es escalonada.

Determine en cada caso si el sistema tiene solucién Unica o infinitas soluciones. En los casos con infinitas
soluciones, halle sélo dos.

1) X1+2X2-3x3+4x4 = 1 2) 3X1+Xx2 - 2x3 = 1
X2 + X3 -2x4= 0 4x2+ 2x3 = 0
X3 +2x4= 4 4x3= 4
3) 3X1+4 X2 +5x3+2x4 = -3 4) X1 +2%X2 + 3X3 - X4 = 1
X2 + X3 -2x4= 0 4y - 2X3 +3xa= 2
X3 +2X4= 4 X3 +2X4=-

1
x4= 0
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Capitulo 3 Matriz Escalonada. Método de Gauss

METODO DE GAUSS.

Solucion de sistemas de ecuaciones lineales por reduccién a la forma escalonada.

Dos sistemas de ecuaciones lineales se dicen EQUIVALENTES si tienen las mismas soluciones.

Reduciremos el sistema de ecuaciones

2X1+ 3Xot4x3- Xa= 1
X1+ 2X2 - X3+ 2x4=0
(3.26) 3X1- 2X2+ X3 + X4=-1
3X1+5X2+3x3 + x4= 1
6X1+3x2+4x3 +2x4= 0

a un sistema de ecuaciones equivalente, para hallar soluciones del mismo.

La matriz aumentada del sistema 3.26 es

2 3 4 1] 1
(3.27) 12 4 2] 0
32 1 1] -
35 3 1] 1
6 3 4 2] 0

Intercambiando la primera fila con la segunda obtenemos:

12 1 2
23411
(3.28) 3-2111
35311
6 3 4 2| 0

Restando de las filas 2da., 3ra., 4ta., y 5%, multiplos convenientes de la 1ra., llegamos a:

1 21 2110
0 -1 605 ] 1
(3.29) 0 8.4 5] -1
0 16 5| 1
09 10-10 | 0

Restando de fas filas 3ra., 4ta., y 5ta., multiplos convenientes de la 2da., transformamos (3.29) en

1 214 2100
0 -1 6 5|1
(3.30) 0 0 -44 35| -9
000 o0 o0
0 0 44 35| -9

Sumando a la 5ta. fila el negativo de la 3ra.,

124 2] 0
01 6 5] 1
(3.31) 0 0 -44 35\9
00000
00 0 0o
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84 Capitulo 3 Matriz Escalonada. Método de Gauss

Las matrices (3.27), (3.28.) , (3.29), (3.30) y (3.31) son matrices aumentadas de sistemas de ecuaciones
lineales equivalentes, lo cual se probara en la proxima seccién. Por lo tanto las soluciones de (3.26) son
exactamente las soluciones del sistema

(3.32) X1+ 2% - X3+ 2= 0
- Xo+ 6X3 - 5x4 = 1
-44x3 +35%x4 =-9

En el cual se han eliminado las dos Ultimas filas por ser irrelevantes.
Dando valoresa x4 se hallan diferentes soluciones por sustitucion regresiva.

Las operaciones por filas que denotaremos de ahora en adelante OPERACIONES ELEMENTALES POR
FILAS son:

1. Intercambio de dos filas.

2. Multiplicacién (o divisién) de una fila por un nimero diferente de cero.

3. Sustitucion de una fila por su adicion (o sustraccion) con un multiplo de ofra fila.
EJERCICIOS

En cada uno de los ejercicios 1 a 4, determine si el sistema tiene solucion y sital solucion es Unica. En tal
caso halle la solucion. Si el sistema tiene infinitas soluciones halle dos (2) de‘ellas.

1) 2X1+ 32+ X3- x4=1 2 X1+ 2X2 + X3 =2
X1 - 3X2 + X4 =-1 -X1+ X2 - X3 =2
X3+2X4 = 3 2X1+ 3Xo+2%3 =4
X1+ X2hX3 =2
3) X1 +2x2 - 3x3 = 1 4) 2X1 +'3X2 + 4x3+ x4 =0
X1 -3X2 + X3 = X1+ X2 + X3+ xa4=10
3X1-4x2 - x3 =3 3%X1 + Bbxo+ 2x3 + x4 =0

5) Para el sistema de ecuaciones lineales.con las incognitas x1, X2 , Xs.

X1+ X2/ X3
2x1 + 3x2 + axs

1
3
X1 ¥ax2 + 3x3 = 2

determine el valor (o valores ) de a de suerte que el sistema posea:
1) ninguna‘solucion
2) mas'de una solucion.
3) . Solucién Unica

6) Sustituya en 5) el sistema de ecuaciones por:

(2-a)x1 + X2 =0
3a)yx2 + x3 =0
(1-a)xs =0

y desarrolle el ejercicio.

VALIDEZ DEL METODO DE SOLUCION.

Partiendo de un sistema de ecuaciones lineales

(3.33) Ax=b
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Capitulo 3 Método de Gauss-Jordan 85

Y por operaciones elementales por filas, en cada paso, pasamos a otro sistema de ecuaciones que es por
supuesto de la forma

(3.34) EAX = Eb,

En donde E es una matriz elemental.

Decir que los sistemas son EQUIVALENTES, equivale a decir que tienen las mismas soluciones, es decir,
que toda solucion de (3.33) lo es a su vez de (3.34) y viceversa.

Por supuesto, si x es una solucion de Ax = b, premultiplicando por la matriz E, a ambos lados, concluimos
que es una solucion de EAx = Eb.

Ahora. Si x es una solucion de EAx = Eb, premultiplicando por E -' ya que E es una matriz elemental y-por
lo tanto invertible, concluimos que Ax = by por lo tanto que x es solucidn del sistema de ecuaciones
original.

3.3 Método de Gauss-Jordan. Solucion de sistemas de ecuaciones
lineales por conversion a la forma escalonada reducida.

Asumamos por simplicidad que por medio del método de Gauss hemos llegado a la matriz

OO OO~
OO OPMNDN
1
OO WO —~

2
1

3
0
0

Cop-©@

la cual corresponde al sistema de ecuaciones

Xt+2%x2- X3+ 24 = 0
2 X+ + X4 = 1
- 33+ 3x4 =2

podemos utilizar el primer elemento diferente de 0 de izquierda a derecha de la segunda fila, 2, como pivote,
logrando la matriz:

1
—_

1 -

—_

Fi-F2

cooco -
coonN o
1
cowo
coN -

1

3
0
0

y luego-el primer elemento diferente de cero de la tercera fila, -3, como pivote, para lograr que cada pivote sea
el tunico elemento diferente de cero de la columna.

Lo cual es equivalente a lograr que la incognita respectiva del sistema de ecuaciones aparezca en una sola de
las ecuaciones (nos referimos a los coeficientes que fueron utilizados como pivotes en el método de Gauss).
Llegando a:

Fi-(1/3) F3 10 0 0 53
0 2 0 1 1
0 0-3 3 2
0 0 0 0O
0 0 0 0 O
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Expresion Vectorial de la solucion general

Dividiendo ahora la segunda fila por 2 y la tercera fila por -3, obtenemos:

1.0 0 0 -58

(112) F2 0 1 0 12 11
(-1/3)F3 0 0 1 -1 -23
000 0 0
000 0 0

Hemos llegado a la forma de Gauss Jordan y por lo tanto al sistema de ecuaciones equivalente:

X1 = -5/3

X2 tax4= 112
X3 - X4 = -2/3,de donde

X1 = -5/3
X2 = (12) - Vx4
X3 = (-213) + xa

del cual se deduce facilmente que la variable x4+ se puede tomar como variable independiente y que por lo tanto
el sistema de ecuaciones tiene infinitas soluciones. Este método denominado método de Gauss Jordan, en el
cual los pivotes se convierten a 1, en alguna parte del proceso y se utilizan para lograr ceros en toda la
columna, excepto en el punto pivote requiere calculos adicionales y a no ser que sea indispensable llegar a ésta

forma por alguna razén especial, se utiliza poco por la razon citada.

3.4 Expresion vectorial de la solucion general

En el ejemplo anterior, a partir del sistema de ecuaciones

X1+ 2% - x3+ 24= 0
(N 2 X2+ + x4 = 1
-3x3 + 3x4 = 2

por el método de Gauss-Jordan, arribamos .a

Por lo tanto

X1
iy  x
X3

es una solucion general del sistema original Ax = b, en donde

12
|0 2

IV A =
(V) 0 0

A partir de (Ill) obtenemos

X1

X3
X4

Asesorias Educativas 58-416-3599615

X1 = -5/3
(Il X2 f (%)= %
X3 - X4 = -2/3
= 503
= (112)= (112) xa
= 23+
2 0
1 b=l
3 2
-5/3 0
1/2 A2
Y I
0 1
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que es la expresion vectorial de la solucion general.

A partir de x4 =0, en (V), obtenemos una solucién particular

-5/3

= 112

-2/3
0

X o
1

Como en general, basandonos de nuevo en (V), para todo x, obtenido de (V)

se concluye que . .
A(x-X) =Ax- AX =b-b=0

En consecuencia x- X esunasolucién particular del sistema homogéneo Az =0,
Por lo tanto
0

es solucion del sistema homogéneo Az = 0, cualquiera sea el valor de x4,

En particular, si xa =1, concluimos que

es una solucioén particular del sistema homogéneo sociado con Ax = b, lo mismo sucede como ya se dijo
con todos los vectores de la forma

-1/2
X4

Esquematizaremos esto enla siguiente figura
Soluciones particulares de

Ax=b#0 Ax=0

Xi 5/3 0
v x| 2 2] Ly |
V) x= o3 T

X4 0 1

— —— —

Solucién general de Ax=b
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88 Capitulo 3 Expresion Vectorial de la solucion general

La siguiente proposicion es siempre verdadera

Si

X + oyX1+ oXo+ ... + OuXk

es una solucion general del sistema no homogéneo Ax = b, entonces

. X es una solucion particular de Ax = b.

e (Cada uno de los vectores columna x i es una solucién particular del sistema
homogéneo asociado Ax = 0.

e Laexpresion ouxi+ oX2+ ... + okXkes una solucioén general del sistema
homogéneo Ax =0

Ejemplo

Si utilizando el método de Gauss-Jordan, arribamos a

X1 - X5 + 2Xg= 2
X3 + 2X5 - Xe= 1
X4 + 3x5=1/2

Llegando a la siguiente solucion general

X1= 2+ X5 - 2Xs

X3=1-2Xs + Xs

Xa=1/2 - 3 Xe
Afiadiendo por conveniencia

X2 = X2
X5.= X5
X6 = X6

concluimos la siguiente solucién general en forma vectorial

rx1 N s 9 3 s 0 3 s 1 3 r-1 3
X2 0 1 0 0
X3 1 0 2 1
i |_ || . 0|, 0|, 3
Xs 0 210 Sy %1

\XG J - 0 J - 0 J - O J - 1 J

En donde como lo sefialamos antes

- N

oD

es una solucién particular del sistema no hogéneo Ax = b

[ J
—
=

o o

son soluciones particulares del sistema homogéneo asociado Ax =0

cCcooco o
om0 hho -
—odb ok

~ J ~ J ~ J
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OO OO —~0
O 2O NO —
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—odb—-rolk

,donde o, B, y v, toman valores en los
numeros reales, es una solucién general del
sistema homogéneo Ax = 0.

89 58-424-2616413 | 412-0231903

&9



90 Capitulo 3 Expresion Vectorial de la solucion general

e Dandovaloresa o, [, Yy 7, encontramos soluciones particulares tanto del sistema homogéneo
como del no homogéneo.

Los puntos sefialados por e son importantes. Como lo veremos en el capitulo dedicado a los espacios
vectoriales, el conjunto de los vectores que son solucién del sistema homogéneo Ax = 0, es un
subespacio ( no lo es el conjunto de las soluciones de Ax = b # 0 ). Los tres vectores solucion de Ax =0
encontrados antes constituiran una base de tal subespacio. EI método de Gauss-Jordan sera nuestro
auxiliar en el estudio los subespacios y sus bases y, en especial, en la comprensién de la posibilidad de
diagonalizar matrices por medio de transformaciones semejantes y para hallar mas adelante bases de
subespacios de autovalores. Los métodos de Gauss y Gauss-Jordan seran a partir

de ahora nuestros mejores auxiliares.

Ejemplo

El siguiente sistema de ecuaciones lo resolveremos utilizando aritmética de fracciones. Al ver lo arduo de
los calculos aritméticos, aun en este sistema de pequefia dimension, comprenderemos por qué los
computadores juegan un papel estelar en la solucion “aproximada” de las aplicaciones.

Resolver
2X1 - X2+t 33+ X4 - Xs = 14
X1+ 2X2 - 2X4 + Xg=-6
3x1 + 2% + X2+ 3xa + 2xs + xs= 9
Solucion

Matriz aumentada del sistema

2> -1 3 1 -1 0 14
1 2 0 -2 0 1 -6
3 2 1 3 2 1 9

Operaciones elementales:

A veces es necesario intercambiar filas. EIl método de Gauss con pivoteo parcial el cual es muy
utilizado en-la programacion de computadoras, utilizaria como “pivote” el numero 3 que es el
numero de mayor valor absoluto en la primera columna.

Como queremos simplificar, por conveniencia, nuestras operaciones con aritmética exacta,
procederemos a intercambiar la primera y segunda filas, para posteriormente utilizar el numero 1,
en la posicion (1,1) como pivote.

Intercambiando la primera y segunda filas, obtenemos:

2 0 -2 0 1 -6
2 -1 3 1 -1 0 14
3 2 1 3 2 19
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Capitulo 3 Expresion Vectorial de la solucion general 91

Sustituyendo la fila F2 por-2F1+ F2, ylafilaF; por -3F1+ F3, llegamos a

Dividiendolasegy 4 © 2 0 -2 0 1 -8
Sehaobtenid] 0 -9 3 5 -1 -2 26
— o0 -4 1 9 2 -2 o _2

v 2 0 -2 0 1 -6

o 4.y -1 a5 25 -2665

0 4 1 9 2 -2 o2

Operaciones elementales:  Fi:2F2+ Fy F3:4F2+ F3

00 65 0 25 5 225
0 M35 -1 15 215 -26/5
0 0 -75 5 145 -25 315

Se ha obtenido el “segundo” vector e2 de la forma escalonada reducida

Operaciones elementales: Multiplicando la tercera fila por -5/7

—

+ 0 65 0 -25 15 225
0t .35 -1 15 215 -26/5
0 0 (4o -257 -2 21 -317

Operaciones elementales:  F1: (-6/5)F3+ F1 F2: (3/5) F3+ F2

G0 0 0 s 2 -7 esn
0 M 0 .27 -1 4T 557
0 0 L =257 -2 2T -37

Hemos obtenido el “tercer” vector e3 de la forma escalonada reducida, concluyendo el proceso
de Gauss-Jordan.

De la matriz aumentada anterior concluimos que el sistema de ecuaciones es equivalente a:

X1 + (307 )xs + 2X5 - (17) xe= 68/7
X2 - (22T )xa - xs + (4/T) x¢= -55/7
X3 - (28/7)xs - 2xs + (27) x= -31/7
En consecuencia

1= 68/7 - (30/7)xsa - 2x5 + (1/7)xs

Xo= -55/T + (22T ) x4 + Xs - (4/7)Xe

x3= =317+ (25[7)xs - 2 x5 - (2/7)Xs

91
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92 Capitulo 3 Expresion Vectorial de la solucion general

Es una solucion general

A partir de aqui concluimos que su expresion vectorial es:

xi | [ 68 ) (307 ) () 4

X2 - 5517 22[7 1 -4/7

X3 -31/7 257 ) -2[7

X4 0 1 0 0

X5 = 0 + X4 0 + X5 1 + Xg 0
\XG J g 0 J - 0 / L 0 ) L 1 D

Conclusiones:

e La siguiente es la solucién general en forma vectorial del sistema “no homogéneo”

(xi | [ 687 (307 ) (o) ()
X2 - 55/7 22[7 1 -4/7
X3 - 3117 25/7 y) -2[7
X4 0 1 0 0
xs || 0 t X 0 X 1] *X 0

\XG J - 0 J . 0 4 L 0 ) L 1 D

e El siguiente vector es “una solucion particular” del sistema no homogéneo

cN ~N
X1 68/7
X2 - 55/7
X3 =317
X4 0
Xs |~ 0
X6 0

g J \\ /

e La siguiente es “una solucion general” del sistema homogéneo asociado

R e N (A 4 M
X1 - 30/7 -2 117
X2 22(7 1 -4/7
X3 25/7 2 - 207
Y 1 0 0
X5 | = X 0 + X5 1 + Xe 0

\XG ) . 0 4 \ 0 J & 1 J

e 'Cada uno de los siguientes vectores es “una solucion particular” del sistema homogéneo

asociado.
(307 ) 22 (7))
2217 1 -4/7
2517 2 =207
1 , 0 , 0
0 1 0
G 0 _J g 0 J N\ 1 J
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Ejercicios

Ejercicios 1 a 4: en cada uno de ellos halle una solucion general del sistema de ecuaciones, si existe. Si el
sistema no tiene solucion indique una razon por la cual tal solucion no existe.

1. 2.
2X1+ 3% +x3 - xa= 1 X1+ 2X2 + X3 = 2
X1 - 3x + x4=-1 -X1t+t X2 - X3 = 2
X3 +2x4= 3 2xX1+ 3x2 +2x3 = 4
X1+t X0+t x3 = 2
3 4.
X1+ 2% -3x3 = 1 2X1+ 3% +4x3 + x4= 0
Xt - 3X2+ Xx3 = 2 Xt+ Xo +7x3 + x4a= 0
3X1 - 4x2 - x3 =3 3x1+ 5x0 +2x3 + x= 0

5. Utilizando el método de Gauss-Jordan en la matriz

=N A =

—_w =N

—_ N w -

O O O o
1

N AN

N RN

halle soluciones generales de los sistemas de ecuaciones

X1+ 2X0 + X3 = by
X1t X2 -3x3 = b
2X1+ 3x2 +2x3 = bs
X1+ X2t X3 = bg
para
a) b1=0 b) bi= 2 0) bi= 1
b2=0 bp=-2 b= 2
b3=0 bs= 4 bs= 4
bs=0 bs= 2 by= 2

6. Utilizando el método de ' Gauss- Jordan halle soluciones generales de los sistemas de ecuaciones

2X1+ 3X + X3 - X4= Dby
X1- 3Xx2 + x4 = by
X3 + 2X4= b3
en donde: a) b) C) d)
b1=0 b1=1 b1=0 b1=2
b2 =0 by = -1 b2 =1 by =2
b3=0 b3= 3 bz =1 bz =2

Verifique a partir de la expresion vectorial de una solucidn general, por sustitucion en el sistema inicial, las
condiciones que deben cumplir los vectores que aparecen en la misma respecto a ser soluciones
particulares ya sea de Ax = b o del sistema homogéneo asociado.

Problemas 7 a 10

a) Halle una solucién general en cada uno de ellos, en forma vectorial.

b) Verifique las condiciones que deben cumplir los vectores involucrados en la solucion general, es decir,
que son soluciones particulares, uno de ellos del sistema no homogéneo, los demas, del sistema
homogéneo asociado.
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94 Capitulo 3Aplicacion del método de Gauss-Jordan al calculo de la matriz inversa

7 8.
X1+ 2% + X3 = 1 -2X1+ 3% + x3 = 1
X1- 2% + x3 =10 X1+ 2x2. x3 =-1
2x1+ X2 - x3 =1 Xt- X+ X3 =1
4xi1 +2x2 - x3 = 3 X1+ X- X3 =1
9 10.
X1+ X - x3 =1 X1+ 2% + x3 = 1
2X1+ X2 t X3 = 3x1 + S5x2 +4x3 = 3
X1+ Xo+2x3 = 1
2X1+ 5% + x3 = 2
3x1+ Tx2+2x3 = 3

3.5 Aplicacion del método de Gauss-Jordan al calculo de la matriz
inversa.

Si usted requiere la matriz inversa de una matriz tal como:

= AN
AW =
—_ Wi

puede aplicar el proceso de Gauss Jordan a la siguiente matriz, aumentada con la matriz I:

212100
1131010
13100 1

hasta llegar a la forma de Gauss Jordan

10 0 | 810 -510 -1110
01 0 | 210 0~ 4/10
00 1 | -2110.5/10 -1/10

Podemos verificar que:

N

12 8/10 -5/10 -1/10
13 210 0 410 =
31 -2/10 5110 -1/10

—_

donde | es la matriz idéntica de orden 3. En consecuencia una matriz es la matriz inversa de la otra.
Justificacion del método:
Para hallar. la‘matriz inversa de A, comenzamos con la matriz particionada

[A | | ] y la transformamos por operaciones elementales en [ | | C ]

Las dos matrices estan ligadas por una secuencia de productos de matrices elementales (por causa de las
operaciones elementales en las filas):

Ex..E2.E1= Q.
De modo que: Q[A N ] =[I |C]
Porlotanto: QA=1y Ql=C,

De donde concluimos que Q = C, es la matriz inversa de A.
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Capitulo 3Aplicacion del método de Gauss-Jordan al célculo de la matriz inversa 95

Si en este proceso, en el lugar donde debe aparecer la matriz idéntica (lado izquierdo de la matriz particionada
final, nos aparece una fila de ceros, en lugar de los esperadas filas (1 0 0 ..),(0 1 0... ) de la matriz
idéntica arribariamos a una forma: [ s |c ]

En donde S tiene una fila de ceros.

De donde, en lugar de la expresién Q A = |, obtendriamos la relaciéon QA =S.

Como Q es una matriz no singular por ser un producto de matrices elementales (las cuales son no singulares) y
S es una matriz singular (una matriz con una fila de ceros no puede tener inversa), concluimos que A es una
matriz singular, es decir que no posee inversa.

Ejemplo:

Aplicando la secuencia de operaciones elementales:

123100 123100
154010 F2-Fy 5| 031|110 | >
1121001 (F3+F 1 031 101 [(Fs=Fn)
]

123100

031110

000|211

Por la presencia de una fila de ceros en la matriz de la izquierda, concluimos que la matriz de orden 3
marcada por ﬂ no posee inversa.

Aplicacidn : Calculo de corrientes en una red eléctrica:

Hay innumerables problemas que conllevan a la solucion de sistemas de ecuaciones lineales. Utilizaremos una
aplicacion ampliamente conocida por la cual extendemos la conocida ley de Ohm V = | R.

En donde V es la diferencia de potencial o voltaje aplicada a los extremos de una resistencia conocida R , en
donde se quiere calcular | (intensidad de la corriente que pasa por la resistencia).
| amperios
> V=IR,

R ohmios j

V voltios
Las leyes de Kirchoff que se citan a continuacion nos permiten resolver las relaciones que se dan entre las
diferencias de potencial (voltajes), y las intensidades de las corrientes que circulan en diferentes partes de una

red eléctrica, problema que termina en el planteamiento y solucion de un sistema de ecuaciones simultaneas.

Estudiemos una red, en corriente continua, conformada por baterias cuyas fuerzas electromotrices y
resistencias se dan.

Se deben calcular las intensidades de las corrientes que circulan por la red.

€1 R4
a b | A
iRy R4 % l
&g d I c a | AT b
—‘7 R, T R §2| R2
e f
(a) (b)
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96 Capitulo 3Aplicacion del método de Gauss-Jordan al calculo de la matriz inversa

Un nodo en una red eléctrica es un punto donde se unen tres 0 mas conductores. Una malla es cualquier
trayectoria conductora cerrada.

En la figura (a) anterior, los puntos a, d, e y ¢ son nodos pero b y f nd. En la figura (b) los Unicos nodos son a y
b.

Algunas mallas posibles en la figura (a) son las trayectorias cerradas abcda, dcfed, hadegh, hadcfegh. No
hemos citado todas las mallas posibles del circuito.

Las reglas de Kirchoff son las siguientes:
Regla del nodo : La suma algebraica de las corrientes en un nodo es 0.
Y1=0

Regla de la malla : La suma algebraica de las fuerzas electromotrices en cualquier malla es igual a la suma de
los productos | R en la malla.

TE=XIR

Teniendo en cuenta estas leyes, el sistema eléctrico que se muestra en la figura siguiente da origen al sistema
de ecuaciones:

i1-1i2 - is =0
5i4 + 20 is = 50
10i2- 20i3 = 30
11 12
T o

J\r\g;)hmios l 10 ohmios J_
(

50 voltios i 3 —T1— 30 voltios
—‘7 20 ohmios %

El sistema de ecuaciones se puede escribir-en forma matricial como A i = b.

En donde 1 -1 -1 0
A= 5 0 20 I =] 50
0 10 -20 30

En este caso, a partir de la matriz aumentada del sistema de ecuaciones lineales, efectuamos operaciones
elementales por filas asi:

A B 14 40 )

5 0 20 50| 0 5 25 50
0 10 20 30 =9F*F{p 10 20 30

n

A4 0 1 ; A 0
Z(F“i F2 1 510 | 0 5 10
2+ F3 | 0 70 -70 0 0 1 1

Resolviendo por sustitucion regresiva el sistema de ecuaciones lineales simultaneas

0
10
1

i 1 -9 - i3
) +5i3
i3
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Obtenemos:  i3=1amperio, i2=5amperios, i1 = 6 amperios.
3.6 Ejercicios propuestos

1. Resuelva el problema anterior de la siguiente manera
Plantee el sistema inicial como: Ai=¢€.
En donde: A es la matriz planteada en el ejemplo, i el vector de las intensidades, y € el vector
formado por el 0y las fuerzas electromotrices de dicho ejemplo.
a) Demuestre de alguna manera que A es una matriz no singular (regular). Calcule por
cualquier método A -. Calcule luego i por medio de la ecuacién i=A-"¢g
b) Recalcule las intensidades si las fuerzas electromotrices son reemplazadas por fuentes
de 70 voltios cada una.
2. Verifique que al aplicar la regla del nodo en los nodos e y f ylas de la malla en las sefialadas

con C)

a b c

30 | i i
z)cﬁic;s - O 20(9%% ﬁ‘ s 20
A

El sistema de ecuaciones simultdneas a resolver es:

i1+ 02 + i3 - ig=

201 +2i4=30

2001 +401i2 =0

40i, +20i3 =0

El cual es equivalente a:
Ai=b,

En donde 1 1 1 A 0
_ | 20 0 0 2 _ 130
A=1l20 40 0o o0 b=1"%
0 -40 20 0 0

a) Calcule A=,y encuentre i por medio de la ecuaciéni=A-"b.
b) Recalcule i si la fuente (fuerza electromotriz) es cambiada por una de 60 voltios.

3. “El'siguiente circuito difiere del circuito del problema 2, sélo en que se ha aplicado una nueva fuerza
electromotriz (bateria) de 20 voltios.

a b C
30 —— I 1 ) i3
voltios | %20 Ohms/40 Ohms) 20 Ohms
PSLLE B |
2 Ohms f | e d
20 unlte
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lineales

Es posible recalcular las intensidades utilizando la misma matriz inversa anterior ?. Si es posible,
recalculelas de esa manera.

4. Calcule las corrientes i 1, i 2, i3 ,i 4en el siguiente circuito

| }Jmmns.
30 Volts]

—_ 20 Ohms. 540 Ohms. §20 Ohms.

Ohms. | |
20/\Vblts.

3.7 Aplicacion de la descomposicion LU a la solucion de sistemas de
ecuaciones lineales

En este capitulo (ejemplo 3.16) se resolvié el sistema de ecuaciones

x + y - z=0
X + 2y + z=5
X + y + z=4
Utilizando el método de Gauss se hallé la solucion “Unica”™ x=1, y=¥, z=2

Escribiendo el sistema de ecuaciones en la forma

Ax=Db
O seaen la forma:
111 X1| =| 0
121 X2| =[5
111 X3\ =| 4
A X = b
En donde
111
A= 121
111
es la matriz de los coeficientes
X1
X=| X o vector de las incognitas ( matriz de dimension nx1).
X3
y 0
b= 5| eselvectordelos parametros.
4

En el proceso de solucidén descompondremos a la matriz A en la forma
A=LU

Adelantandonos a nuestra solucion encontraremos que

10 0 11 41
A= 110 01 2

10 1 0 0 2

L U
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lineales

99

En donde L es una matriz triangular inferior (Lower triangular: con ceros sobre la diagonal principal) y U

una matriz triangular superior (upper

triangular: con ceros debajo de la diagonal principal).

Con esta descomposicion A = LU, resolveremos el problema propuesto asi:

Problema: Resolver Ax=b (1)
a)Se transforma en: LUx=b (2)
b)Creamos el nuevo “vector” Ux =y (3)
c¢) Resolvemos Ly=b (4)
Hallado y, procedemos a resolver Ux =y (5)

Y hallamos nuestro vector incognita x de la ecuacion matricial inicial (1)

Asi

(1) A X

1 1 1 x4

1 2 1 |x

11 1 |x3

(2) L U X

10 0|1 1+ Xt

11 0[]0 1.2 X2

10 1100 2 X3
(4) Resolvemos L y

Por lo tanto resolvemos

1
o

mnn
(3]

||
(=2

||
(&)}

n oMoy
=)

0 0 Y1
1 0 /)
10 1 y3
Procedemos por lo tanto-a resolver primero el sistema de ecuaciones lineales simultaneas triangular
inferior
Y1
yo.oo+ o ¥2 o+
Y1 L &

Por sustitucion regresiva hallamos y1 =0, y2=5, y3 =4

(El'hecho de que y coincida con b en este problema vy en el siguiente es puramente accidental y no

debe tomarse como una regla).
0
Por lo tanto y = |5
4

(5) Procederemos ahora a resolver

11 1) [ x
0 1 2 X2
0 2 X3
Asesorias Educativas 58-416-3599615 99

Ux =y, o sea el sistema triangular superior

58-424-2616413 / 412-0231903



100Capitulo 3 Aplicacion de la descomposicion LU a la solucidn de sistemas de ecuaciones
lineales

Por lo tanto resolveremos

X1 + X2 . x3 =0

X2 + 2x3 = 5

2x3 = 4

De donde X1 = 1, X2 = 1, X3 = 2

La cual es la solucion hallada en el capitulo 3.
Ejemplo

Utilizando la descomposicion LU resolveremos el sistema de ecuaciones ‘lineales simultaneas
planteado en el ejemplo de la red eléctrica de este capitulo.

i1 - i2 + i3 = 0
51 + 2003 = 50
10 i - 203 = 30
En este caso la matriz de los coeficientes es y el vector de los parametros
1 -1 1 0
A= 5 0 20]. 50
0 10 -20 30
(1) Descomponemos A en laforma A =LU asi,
busgando 0 para U que sera sobrescrito por L
operacion directa U U
1/-1 1 -1 -1 111
A= 0 20( F, - 5F4 _’I 5 5 25| F3--2F > 5 25
0 10-20 0| 10-20 L0 2}70
aqui se consigna la operacion L aqui se consigna
inversa F2 + 5F1(+5) la operacion inversa Fs + 2F5
éste no cambiaya que
habia 0 conveniente para U
Luego, la descomposicion LU.de A es
Recuerde los 1s en la diagonal
1 -1 -1 100 1 -1 -1
5.0 20| = 510 0 5 25
0" 10 -20 0 2 1 0 0-70
A L U
(2) Resolvemos Ly = b
10 0 Y1 0
5 1 0 y2 | = 50
0 1 y3 30
Por lo tanto
yi = 0
oy1 + Y2 = 50
2y> o y3 = 30
Por sustitucion hacia delante, hallamos y1 = 0, y2= 50, y3 = -70,
(3) Procederemos ahora a resolver Ux =y, o sea el sistema triangular superior
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Capitulo 3 Aplicacion de la descomposicion LU a la solucion de sistemas de ecuaciones 101

lineales

1 1 -1 X1 0
0 5 25 X2 |= |50
0 0 -70 X3 -70
Por lo tanto resolveremos
X1 . X2 - x3 = 0
5, + 25x3 = 50
-70x3 = -70
De donde Xt = 6 , X2 = 5 , X3 = 1

Coincidiendo con los resultados ya calculados en la pagina 105:
i1 = 6 amperios , I = bamperios , i3 = 1amperio

Ejemplo.

A veces aparece involucrada una matriz de permutacion (intercambio de filas)

Resolver
2x + y + 2z=1
x + y + 3z2=2
x + 3y + z=1
En forma matricial seria
2 12 x| =11
113 y| = |2
1 3 1 z| =1

La matriz
212
A=l 1 13
1.3 1
corresponde a una matriz cuya inversa fue calculada en el capitulo 3 como:
8§ -5 -1
At =(110)| -2 0 4
2 5 -1

La.solucion del sistema propuesto, utilizando la matriz inversa seria:

8 -5 -1 1 -3 -3/10
x=A'b=(110) | -2 0 4| |2 |=(110) [2]| = 2/10
-2 5 -1 1 7 110

De donde concluimos que X1 310, xo = 210, x3 = 710

Utilizaremos ahora la descomposicién LU para recalcular estos valores, asi
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102Capitulo 3 Utilizacion de la descomposicion LU para calcular la inversa

Por comodidad permutamos ~ Las operaciones F» - 2F4
La 1ra. Y 2da. filas y Fe,“_,_,,...Fa' La opera_gién Fa+ 2F; e@

1
2

A . ’
generan los nimeros  gehefa el numero @
+2y +1 (inversa) (inversa)

Como en el proceso intercambiamos la 1ra. Y 2da. filas, verifique que:

10 0 113 113
tu=121 0 0-1-4]|= 2172
12 1 0 0-10 13 1

Esta matriz es, por supuesto, A con la 1ra. y 2da. filas intercambiadas o sea que para resolver el sistema
de ecuaciones adecuadamente debemos recordar que los coeficientes de las dos primeras filas del sistema
de ecuaciones han sido intercambiados y por lo tanto debemos intercambiar las posiciones de los
parametros correspondientes

Por lo tanto, el vector de los parametros para la descomposicion LU es

2 1
1 en lugar de 2
1 1
Procedamos.
2
Resolvemos primero Ly= [ 1
0 sea
Y1 = 2
90+ Y2 = 1
yoooo- 2y2+ y3 =1
De donde y1=2, y2 = -3, y3=-7
Resolvemos ahora
2
Ux = -3
-1
0 lo que es equivalente,
X1 + x2 + 3x3 = 2
- X - 4x3 = -3
10x3 = -7
Por lo tanto: x1 = -3/10, x = 2/10, x3 = 7/10

Respuesta que coincide con la hallada anteriormente por medio de la matriz inversa.

3.8 Utilizacion de la descomposicion LU para calcular la matriz
inversa

El siguiente método lo presentamos como una alternativa cuando se requiere calcular la matriz inversa,
una vez se ha calculado la descomposicion LU.
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Capitulo 3 Utilizacion de la descomposicion LU para calcular la inversa 103

En el ejemplo anterior descompusimos a la matriz

A =

= AN
W =
- w N

en la forma A=PLU,

donde P es una matriz de permutacion, debido a que intercambiamos la 1ra. y 2da. filas de A, lo cual no
era indispensable mas nos permitio utilizar el 1, primer elemento de la segunda fila como pivote para lograr
ceros en la primera columna de A, lo cual nos parecid conveniente. Si hubiesemos utilizado una
calculadora, a riesgo de perder precision por la presencia de error por redondeo o truncamiento, propio de
computadoras y calculadoras, no hubieramos intercambiado filas y tendriamos la descomposicion LU de A.

Como en nuestro caso

170 0 113 13
tu=121 0 0-1-4]|= 2172
12 1 0 0-10 13 1

Utilizaremos esta descomposicion para calcular la matriz inversa A de

b

1
= AN
W =
- wN

Solucion: Para calcular la matriz inversa de A, debemos resolver la ecuacion matricial
AX =1, | es la matriz idéntica
En caso de que esta ecuacion tenga solucion, la matriz X-seré la inversa de A.

Restringiéndonos a matrices de orden 3, lo cual no invalida el método que en cualquier caso es similar,
consideremos a X como una matriz particionada en sus columnas, luego

X=(X1,X2X3)

Porlo tanto AX=1esequivalentea A (X1,X2X3)=( AX1AX2,AX3)=(e1ezes) donde

son los vectores columna de la matriz idéntica.
Basta por-lo tanto resolver por separado las ecuaciones matriciales
AXi=eq, AX2=e2 AXz=e3
Resolveremos cada una de estas ecuaciones matriciales utilizando la descomposicién LU de A.

Sabemos que salvo el intercambio de la 1ra. y 2da. filas, la descomposicion LU de A esta dada por

Filas,derA

10 0 11 3 11 3 intercambiadas
Lu=121 0 014 |=| 212

1 2 1 0 0-10 1 3 1

Al resolver AX1 = e 1, debemos por lo_tanto resolver

0 intercambio de las “filas” 1ra. y 2da. de e 1
LUXi= | 1

0
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104Capitulo 3 Utilizacion de la descomposicion LU para calcular la inversa

Del mismo modo, en lugar de
(0 ) 1 intercambio de las
LU Xz = 1 ,resolveremos  LUXz=| 0 “filas” 1ra. y 2da. de e 2
0 0
El sistema 07
LU X3 = 0
1
no sufrird cambios ya que el intercambio no afectd a la tercera fila.
Solucion de
0
LU Xy = 1
0
Resolveremos primero
0
Ly=| 1
0
asi
y1 =0
2y1 o+ Y2 = 1
Y1 2y2 + y3 =1
Por sustitucion hacia adelante: y1 = 0, y2= 1, y3 = 2,
Ahora resolveremos
0
Ux = | 1 0 sea:
2
X1 + X2 + 3x3 = 0
- X - 4x3 =1
-10x3 = 2
= -2/10, x3 = -2/10

Por lo tanto: xt = 8/10 , X

Luego, la primera columna de la matriz inversa es

8/10
-2/10
-2/10

En-consecuencia nuestra matriz inversa comienza asi:

8/10 x x
A1 =-210 x x
2110 x X

Esta columna coincide con la primera columna de A -' ya calculada.

De manera semejante debemos ahora calcular

1

LU Xz = 0
0
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Capitulo 3
Resolveremos primero
1
Ly=| 0
0
asi
Y1 = 1
2y1 Y2 = 0
% 2y2 + y3 =0
Por sustitucion regresiva: y1 =1, y2=-2, y3=-5,
Ahora resolveremos
1
Ux =| -2 0 sea:
-5
X4 +  x + 3x3 = 1
- X - 4x3 = -2
-10x3 = -5
=0, x3 = 5/10

Por lo tanto: xt =-5/10, x2 =

En consecuencia ya tenemos dos columnas de nuestra matriz inversa,-asi:

8/10 -5/10 x
A1={-210 0 x
-2/10 510 x

Estas columnas coinciden con las dos primeras columnas de A -! ya calculadas.

De manera semejante debemos ahora calcutar

0
LU X3 = 0
1
Resolveremos primero
0
Ly=( O
1
asi
y1 =0
2y1 + y2 =0
yooo- 2y2+ y3 =1
Por sustitucion hacia adelante: y1 = 0, y2= 0, ys; =1,
Ahora resolveremos
0
Ux =| 0 0 sea:
1
X1 + X2 + 3x3 = 0
- X - 4x3 = 0
-10x3 = 1
105 58-424-2616413 / 4120231903
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106Capitulo 3 Utilizacion de la descomposicion LU para calcular la inversa

Por lo tanto: xt =-1/10 , x = 4/10, x3 = -1/10
En consecuencia ya tenemos nuestra matriz inversa, asi:
8/10 -5/10 -1/10
A1=1-210 0  4/10
-2/10 5/10 -1/10

Resultado que coincide en su totalidad con el valor de A -' calculado en este capitulo. Ademas
puede verificarse por simple multiplicacion que AA-1=1.

3.9 Ejercicios propuestos

1) Descomponga la matriz

121
A=1]126 3| ensuforma LU o PLU.
3 85
Ayuda:
El resultado final de la descomposicion LU, salvo intercambios de filas que usted efectue
es:
1 2 1
21 | . Enconsecuencia
3 -1 1
10 0 1 2 1
L = 1.0 U= 0 2 1
3 1 0o 0 1

2) A partir de la-descomposicion LU de A, anterior, calcule A -1

3) Descomponga las siguientes matrices en su forma LU o PLU. La matriz P se puede describir
explicitamente por intercambio de filas en la matriz idéntica o sefiale en palabras cuales filas se
han intercambiado en la posicion LU.

(2 3 1) 010 136 (1 20 2 1 1
a) 133 b 221 o423 dloo1 |el 412
(33 1) 33 1 024 110 21 2
(6 2 1) 1231 1 11
fl 311 9 l-1111 h 012 3
(21 1) 210 1 121 1
00 11 301 2
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Capitulo 3 Utilizacion de la descomposicion LU para calcular la inversa 107

Respuestas parciales

Descomposicién LU.

a) La descomposicion sobrescrita podria ser (efectie el proceso)

13 3
3 5 donde las filas 1ra. y 2da. han sido intercambiadas
3 2|2
o 1 0}(1 0 O 1 3.3
En tal caso la descomposicion PLU=| 1 0 0 10 0 35
PLU seria: o 0 1 3 2 1 0.0 2
E12enlugardel
P L U

b) La descomposicién sobrescrita podria ser (efectue el proceso)

CEZ donde las filas 1ra. y 2da. han sido intercambiadas

Salvo este intercambio, la correspondiente descomposicién.LU seria:

c) La descomposicion LU sobrescrita podria ser (efectle el proceso)

3 6
10 21
—2ﬂ¢-2/10

d) La descomposicion LU sobrescrita podria ser (efectue el proceso)

i

e)Ladescomposicion LU sobrescrita podria ser (efectle el proceso)

o

f) La descomposicion LU sobrescrita podria ser (efectue el proceso)

[ 6 2 1 salvo que las filas 2da. y 3ra. han sido intercambiadas.

- O o

—_ O

113 23
2 0| 172
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108Capitulo 3 Utilizacion de la descomposicion LU para calcular la inversa

g) La descomposicion LU sobrescrita podria ser (efectue el proceso)

12 3 1
A3 4 2
2 112 1
0 0 -% 32

1 4 1
0 2 3
1" 3 | 6 -7
3 -3-106 1

4) Con los datos de la matriz A del problema 1y a partir de la descomposicién- LU, resuelva el
sistema de ecuaciones

1
Ax=b, donde b=| 2
1

5) Con la ayuda de la descomposicion LU o PLU de las matrices A del problema 3 resuelva los
sistemas de ecuaciones para los valores del vector b.

e 1 N
Para a), b), c), d), e), f), tome b=| -1
1

e 1 N
Parag),y h), tome b=l 2
1
0

- 4

6) Utilizando las descomposiciones LU o PLU de las matrices A del problema 3, halle las
matrices inversas cuando existan.

7) Escriba un ensayo comparando la conveniencia o né de los métodos de solucion de sistemas
de-ecuaciones lineales en comparacion con otros métodos como el de Gauss o el del calculo de
la-matriz inversa. Comparelos a la luz del numero de multiplicaciones (y/o divisiones) requeridas.
Puede consultar algunos de los apéndices para su elaboracion.

8) Escriba un ensayo describiendo otras aplicaciones de la descomposicion LU. Puede consultar
algunos de los apéndices para su elaboracion.
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9) A partir de la matriz idéntica | 3 de orden 3, produzca todas las matrices de permutacién de
orden 3. Cuantas son?.

100 010 10
Ayuda: P1= |0 1 0 Po={ 100 Pz=| 0 0 1| ,etc.
0 0 1 001 010
a) Compruebe con 4 ejemplos las siguientes proposiciones:
i) El producto de dos matrices de permutacién es una matriz de permutacion
i) Si P es una matriz de permutacion de orden n, entonces P k = |, para alguna

potencia k de P, k <n! (lease: n factorial = 1x2x3x...xn).

10. Calcular de nuevo, utilizando el método de Gauss - Jordan, la matriz inversa, de todas y
cada una de las matrices cuya inversa ya se calculd, en este capitulo, utlizando ahora el
método de Gauss-Jordan.

11. Resuelva de nuevo el ejercicio 10, pero ahora con una calculadora, procediendo a
trabajar solo con aproximacion a las centésimas, redondeando o truncando cada
resultado segun lo prefiera. En lo posible acumule operaciones para-no acarrear
demasiado el error por redondeo o truncamiento. Recalcule la inversa utiliozando la
descomposicion LU. Compare resultados y consultando libros, ver bibliografia, elabore
algunas conclusiones que se apliquen en este caso.

12.Utilizando un procedimiento similar al sugerido en el ejercicio 11, plantee sistemas de
ecuaciones de la forma Ax = b, siendo A una matriz de-orden 4, no singular. Resuelva el
sistema:

i) Por la ecuacion x = A-'h, donde Az*se ha calculado, con aproximacion a
las centésimas, por el método de Gauss-Jordan
i) Utilizando la descomposicion “LU de A, planteando luego LU x = b, y

resolviendo este ultimo sistema con la calculadora en las mismas condiciones
de aproximacion. Compare resultados y elabore conclusiones citando
afirmaciones sacadas de textos universitarios y de la internet, respecto a la
bondad de cada método cuando no se utiliza aritmética exacta.
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