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Capitulo 5.

VECTORES EN R? R3, R"

OBJETIVOS

Al terminar este capitulo el estudiante estara en capacidad de:

1.

wn

No ok

Determinar si un conjunto de vectores es linealmente independiente.

Determinar si un conjunto de vectores es un subespacio y hallar al menos una base y su dimension.
Determinar la dimensi6n de los espacios fila y/o columna de una matriz, calcular su rango y hallar bases
de dichos espacios.

Expresar un vector en una base dada.

Transformar una base en una base ortogonal utilizando el proceso de Gram- Schmidt

Expresar un vector en una base ortogonal u ortonormal.

Resolver sistemas de ecuaciones lineales por minimos cuadrados
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LOS ESPACIOS VECTORIALES R% R?, Rn

5.1. Vectores y operaciones
Vectores en R?

Un vector o vector fila es una pareja ordenada (x , y) donde x e y son numeros reales. El conjunto de todos
los vectores

{(xy)|xeR,yeR}
se denomina R2.
Sobre un eje de coordenadas se representan por flechas con origen en (0,0) y extremo en (x,y). Para distinguir
a los vectores y diferenciarlos de las coordenadas de sus extremos, que se denotan de la misma manera,
usaremos la siguiente notacion

V= (x,y), denota al vector y V (x,y) , denota el punto extremo

Por comodidad tipografica denominaremos al vector v_> , de aqui en adelante por v.
y4Y .. V)

En el conjunto R2, definimos las operaciones suma de vectores, resta de vectores, y multiplicaciéon por un
numero real., asi:

Suma: Siu = (u1, u2)

, U2 (v
Resta: Siu = (u1, )

(v

, V2), definimos u+v = (Ur+vs, Uz + Vo)

y v=w
y V= (v1, v2), definimos Uu-v = (ur-vi, U2-vo)

Multiplicacion por un nimero real:

Suma: Si v=(vi,v2),y ceR, definimos cv = (cvi,CcV)
Ejemplos

u=(2,1) y v=(1,3) u+v = (2+1,1+3)=(34)
u-v=(2-1,1-3)=(1,2)
v-u = (1-2,3-1)=(1,2)
3u= (3x2,3x1) = (6,3)
u= A1) = (2-1)
(1B)v = 13(1,3) = (1/3,1)

La resta es realmente una suma, ya que por ejemplo,
u-v =u+ (-v)= (2,1 + (-1-3)=(2-1,1-3) = (1,-2)

Aceptaremos los siguientes principios o propiedades de las operaciones asi definidas:

utv =v+u Propiedad conmutativa
u+(v+w)=(u+tv)+w Propiedad asociativa

u+0=0+u=u 0 es el elemento neutro 0 = (0,0).
vt(-v)=0y -v+v=0 Para cada vector v existe un opuesto aditivo -v
Cutv)=cutcv Ley distributiva mixta
(a+B)v=av+pv,aeR,PeR Ley distributiva mixta

c(du) = (cd) u. Ley asociativa mixta

1.v=v 1 &R, es el elemento neutro con respecto a (.)

Estas operaciones con sus leyes le dan a R? la estructura de espacio vectorial.
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Graficamente las operaciones de suma y resta se representan y efectuan graficamente siguiendo la conocida
ley del paralelogramo, como lo demuestran las siguientes figuras.

v
v

Notese que el vector u-v es paralelo y esta en la direccién de la flechaque vade v a u,ynode u a
V.

La multiplicacion de un vector v por un escalar, produce un vector que es una “contraccion” o “dilatacion” del
vector dado, en su misma direccion, como se muestra en la figura

AV ¥ A >
0 V
2

Genelarizaremos algunos de los resultados obtenidos sobre vectores en R? (el plano X-Y) a_vectores en el
espacio de 3 dimensiones X-Y-Z. 0 espacio R3.

Vectores en R3

Un punto de coordenadas P(x,y,z) puede reprersentarse en el espacio tal como se muestra en la figura, donde
(x,0,0), (0,y,0) y (0,0,z), son puntos situados respectivamente sobre los ejes ortogonales X-Y-Z, a distancias
X, Y, Z, respectivamente, del origen O.

A
Z
0,0.2)}..
N P(x,y,2)
vV ¥
0 (0.y.0), Y

De manera similar al caso en R2, el vector v, con origen en O(0,0,0) y extremo en P(x,y,z), se expresa como v
= (x,y,z), en donde x,y,z se denominan las componentes de v.

Extendiendo las definiciones de suma y resta de vectores y multiplicacion por un escalar de R2a R3
definimos:

Si u=(us,uzus) y v=(vq,VvzVv3) definimos u+v=(uqi+vsu2+vo U3ztvs)
U-v=(Uq1-v,U2-V2 U3-V3)
Si A € R, definimos:

AVv=(AVi,Av2,AV3)
Vectores en R"
Hasta ahora nos hemos limitado al estudio de vectores en dimensiones 2 y 3 con el fin de lograr la mayor
claridad posible y mantener la motivacion del estudiante. Esperamos que ya esté preparado para un mayor

grado de abstraccion algebraica ya que el sentido geométrico se puede mantener hasta el espacio R3 en el
cual nos movemos materialmente. Sin embargo es necesario crear espacios vectoriales abstractos para
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130Capitulo 5 Vectores y operaciones

modelar la realidad, ya que en la practica los problemas que se deben resolver, generalizando los asuntos y
métodos planeados en R2y R3 , constan de cientos, y a menudo, miles de variables x1, X2, X3, X,4, X5, Xs, efc.

El espacio vectorial R" es el conjunto de todos los vectores con n componentes (x1, X2, X3, ..., Xn), dotado
de las siguientes operaciones:

i) suma de vectores :

Para cada par de vectores x = (X1, X2, X3,..., Xn) € Y = (Y1, Y2, Y3 ..., Yn), definimos la suma de vectores,
denotada por x +y, asi:

(X1, X2, X3,..., Xn) * (Y1, Y2, ¥3,..., ¥n) = (X1t Y1, X2+ Y2, X3+ Y3... + Xn+ V)
i) (pre)multiplicacion de un vector por un nimero.
Para cada nimero o y cada vector
X = (X1, X2, X3, ..., Xn), definimos el producto ax, como el vector:
OX = (0X1, OX2, OX3,..., OXn)

Ejercicios Propuestos

1. Decida si el vector pertenece al conjunto. Cuéles valores de j, k o rireproduce(n) al vector?

. 3j | 4(6jk|kem
-] )

b. SJ ,%(SJklkeRF
4 _4

2 0 1

c. | 1], 413 +]|-1]r|reR?}
~1 —7 3
1 2 -3

d. |o|, {lo|j+ |=1|k |keR?}
1 1 1

2. Efectue las operaciones-indicadas, si estan definidas

2 3 A 1 3
a) [1]+]0 b)5(lj c)|5] -1
1 4 1 1

3. Ejercicio 14 Determine los vectores indicados en los ejercicios a. y b.

situ=(1,3,57),v=(2,4,6,8) ,yw=(-1,0-4,3).
a. 3v+w
b..2u - 6v + 8w

4. En cada uno de los casos siguientes, determinur u+v, u-v, 3 u, -2 v.
Du=(2,-1),v=(-1,1)iju=(-1,3),v=(0,4)
iu=(2,-1,3),v=(-1,1,1)ivyu=(-1,-2,3),v=(-1,3,-4)
viu=(m3,-1),Vv=(2m-3,7)viu=(15-2,4),v=(m,3,-1)

5. Determine los vectores indicados en los ejercicios a. yb.siu=(1,3,5,7) ,v=(2,4,6, 8),
yw=(-1,0-4,3).
a. v+w
b. 2u-6v+8w
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5.2. Propiedades de las operaciones

Las estructuras < R? , +, . > <R? / + . > <Rv, + .> que constan de un conjunto en el cual se ha
definido la operacién suma, por lo tanto la resta, de la manera natural), y la multiplicacion por numeros
reales A, se dice que tiene estructura de espacio vectorial 0 que las operaciones +y ., dotan a R, el cual
es el caso general, de una estructura de espacio vectorial, en el cual las operaciones cumplen las
siguientes leyes.

Si x,u,v,w son vectores, entonces:

) utv=v+u Propiedad conmutativa

i) ut(v+w)=(u+v)+w Propiedad asociativa

i) v+0=0+v=v 0 es el elemento neutro de la suma de vectores.

V) Xx+(-x)=0y -x+x=0 Para cada vector x existe un opuesto aditivo -x
(aB)x=afx),aeR,BeR Ley asociativa mixta

vi) (a+B)v=av+Pv,aeR, PeR Ley distributiva mixta
vii) a(utv)= au+ av,aeR,BeR Leydistributiva mixta
viii) 1. x = x 1 &R, es el elemento neutro con respecto a (-)

Las siguientes propiedades que podrian inferirse de las anteriores, y que se pueden verificar en R3 | se
cumplen en todo espacio vectorial.

i) Ov=0,0eR,veR3 ,r0=0,reR,0eR3
ii) (-1)v=-v, -1eR,veR?

Continuaremos nuestro estudio.

—>
En R3 el vector v = OP (o su extremo),determina (o recorre), una recta L en su misma direccion que pasa

por el origen O. El vector Av (0 su extremo), recorre la‘recta L en un sentido si A >0 y en el contrario si
A <O.

Ejemplos:
Siu=(2,3-1)y v=(3,-1,2),entonces:

U+v=(2+3,3-1,-142) = (5,2, 1
= (6,

)
3u=(3x23x3,3x(-1))=(6,9,-3) , -2 (-1),-2x2)=(-6,2,-4)

El vector nuloen R3 es 0=(0,0,0).

Los vectores e1=(1,0,0), e2=(0,1,0), y e3=(0,0,1), son vectores de longitud o norma 1
(unitarios), en las direcciones de los ejes X, Y, Z, respectivamente.
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Graficamente la suma y resta de vectores y la multiplicacion por un escalar (nimero), tal como en R? , se
representan por flechas siguiendo las leyes del paralelogramo, con el vector v — u, paralelo y en la
direccién de la flecha con origen en el extremo de u y extremo, en el extremo de v, 0 sea que es paralelo
ala flecha que “va”de u a v.

La siguiente lista de propiedades, asemeja a R" a otros espacios vectoriales abstractos:

i) Para cada par de vectores x, y, X+y =y+Xx Propiedad conmutativa

i) Para cada tripla de vectores x, y, z, (x+y)+z=x +(y+z) Propiedad asociativa

iii) Para el vector 0 = (0, 0, ...,0) x+0=0+Xx, Existencia de neutro para +.
iv) Para cada vector x, x+(-x)=(-x) +x=0 Existencia de inversos para +.

v) Para cada par de numeros o3 y cada vector x o(Bx) = (af)x

vi) Paracada numero oy cada par de vectores X,y ox +y) = ox + oy
vii) Para cada par de nimeros o, y cadavectorx (o + B)x = ax + fy
viii) 1x =x,1¢eR

Las siguientes propiedades son evidentes en R".

Ox=00=0,0eR,0eRn
(-o)x = -(ox). Paratodo ot e R, x ¢ R"

Si ox =0, entonces =0 0 x=0.

5.3. Norma de un vector

Para un vector u = (u1, u2), en R?, definimos la norma, longitud o.médulo de u asi
A u

Siguiendo el teorema de Pitagoras:

U2 lul=+ (u12403?)

v

0
Propiedades de la Norma.
u>0 vy, |u/=0 siysélosi u=0.
|cu| = c|ul, para todo nimero c.

lu+v| < |u] + |v|. Desigualdad driangular

Nota: La longitud o norma del vector kv, en donde k € R, es k “veces” la longitud
0 norma del vector v.

Ocasionalmente nos referiremos al vector u, como el vector OP (vease la figura anterior), utilizando los
nombres de sus extremos.

Por.analogia, definimos la norma, longitud o magnitud del vector v =(x,y,z) como
[V[=V(x2+y2+22)

todas las propiedades de la norma de vectores en R2. citadas antes, se cumplen en R3.

En general, definimos la norma, longitud o magnitud del vector x =(x1, X2, X3,..., Xa) COMO
|X|= V(X2 + X2+ X52 +... + Xed)

i) todas las propiedades de la norma de vectores en R? y R3 se cumplen en R
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Ejercicios.

1. Demuestre que los puntos P(1,1/2), Q(2,1) y R(6,3), son colineales, es decir que estan sobre la misma
recta.

Ayuda: Los tres puntos son colineales si existe un nimero real A tal que PQ=APR

2. Demuestre que los puntos P(1,1), Q(3,1), y R(2, 1+ v 3), son los vértices de un triangulo equilatero.
3. Demuestre que los puntos P((1+ V3)/2,(-1+ N3)/2), Q1+ 3V3)/2,(-3+ N 3)/2),y

R((1+ 3V 3)/2,(1+ 3)2), son los vértices de un triangulo equilatero.
4. Demuestre que los puntos P(1 + V3, - 1+3), Q1 + 4V3, - 4 +/3), R(4 + 5V3, - 5 + 43),

S(4 + 23, - 2 + 43/3) son los vértices de un paralelogramo PQRS.

5. Un rombo es un paralelogramo con los cuatro lados iguales. Demuestre que el cuadrilatero ABCD, con
vértices A(2,2), B(6,5), C(9,9), D(5,6), es un rombo. Ayuda: Aun cuando no prueba mucho, es conveniente
realizar un dibujo del cuadrilatero en alguna escala. En cualquier caso, demuestre:
i) AB //DC, AD /| BC
— —>—> —>
iiy  |AB|IBC|IcDI|AD|

6.- a) Obtenga dos vectores paralelos al vector u = (2, -3, 4) cuya norma sea iguala ™ 261
b) Obtenga dos vectores paralelos al vector u = (5, -1) cuya norma sea igual a 2

7. Determine la magnitud de los vectores de los ejercicios a. y b.

a.(1,3)

b. (1,5,-2)

8. En los ejercicios a. y b., halle un vector unitario que sea paralelo y

tenga la direccion de cada vector dado.

a.. (3,4)

b.. (2,3,-2)

9. Encuentre la longitud del vector PQ, donde P =(1,4)y Q= (3, 9).

10. En los siguientes ejercicios halle un vector unitario que sea paralelo

y tenga la direccion de cada uno de los vectores dados.

a.(1,1,1,1)

b.(0,-1,2,4,0)

11. Determine la norma de cada uno de los siguientes vectores: (-4, 0, 2,2)y (0, -5, 2,1, 1)

12. Demuestre que si el vector v es no nulo, entonces el vector v/ | v |, tiene longitud 1.

5.4. Producto interno

Para dos vectores u = (u1, U2) 'y Vv =(v1, v2), en RZ ,definimos el producto internode uy v, y lo
denotaremosu. v o<u,v>, como

U.V =<U,V>=UiVi+ U2V2
El producto internode u=(1,2) y v=(3,4), esporlotanto (1x3) + (2x4)=3+8=11.
Porlotanto: uwu=<uu>=urxui+ Uzxuz=(us)2+(uz2)2=|ul?
Y lul =0, siysolosi,u.u=<uu>=0

Propiedades del producto interno de vectores
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<uu>=0siysolosi u=0
<uyv>=<vu>
El producto interno en R2 es una funcion multilineal (bilineal en este caso), en el siguiente sentido
<uv+w>=<yv>+<uw> <ku,v>=k<u,v>

<utvw>=<uw>+<vw> <ukv>=k<uyv>
De aqui se concluye

<kqu + kov ,w > = k1<u,w> + ko<v,w>
<u, kiv + kow > = k<u,v> + ko<u,w>
<u+tv,w+z>=<yw>+<uz>+<v,w> + <v,z>

y otras combinaciones mas como:
<u,Vv+w+2z>=<y,v> + <uyw> + <u,z>

La multilinealidad del producto interno tiene muchas aplicaciones teédricas y practicas. Esta multilinealidad ya
se habia manifestado en la funcién determinante (por filas y columnas).

kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk

La trigonometria nos permite utilizar el producto interno en la formulacidn y solucion de problemas
geométricos. El siguiente resultado es de gran ayuda.

uv=lul|v[cos®
Donde 6 es el angulo formado por los vectores u y v.

La figura que sigug nos ayudara a probar la proposicion.

Por la ley de los cosenos: |v-ul2=|ul2+ [v [2-2]ul[v]|cos 6 (*)

Porotra parte: [v-ul2=<v-u,v-u>= <v,v>-<v,u>-<u,v>+<u,u>=
lul2+ [v|2-2<u,v>(¥

Igualando las dos ecuaciones denotadas por (*), concluimos el resultado deseado.
De  uv=|ullv|cos®, concluimos
cos 8= (uv) /(lul [v])

A partir de los siguientes resultados que se basan en la trigonometria, resolveremos algunos problemas
geometricos con ayuda del algebra de vectores, la norma y el producto interno.

lulcos 6,
Recuerde, en el triangulo rectangulo, el lado opuesto al angulo tiene una norma o longitud:

lulsen o,

El lado adyacente o proyeccién de la hipotenusa:
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|ulcos 6,
Ejemplo

Calcular el area del triangulo de vértices A(1,1), B(3,2),C(2,3)

34 CR3)
2 Y h
B(3,2)
1 u
A(1,1)
"2 3
Porlotanto: v=(2,3)-(1,1)=(1,2) u=(3,2)-(1,1)=(2,1)
Del grafico, deducimos que
h= |vlsen®,

Luego el area S del triangulo es: % [ul h=" |ul |v| sen 6,
Como cos®=<uyv>/(lullv])=(2x1+1x2)/ N(4+1)N(1+4)) = 4/5
Como sen26 +cos 26 = 1, concluimos que sen 20 =1-16/25 = 9/25. Luego sen 6 = 3/5.

Por consiguiente S= %55 (3/5)= %2 x 5x 3/5 = 3/2.

Verifiquemos la respuesta siguiendo el método que aprendimos en la seccion de determinantes

S= 1/2{‘13
12

Lo cual corrobora nuestra respuesta.

+‘32
2 3

+ ‘2 1‘} =% ((1)+5-1)=%x3 =32
3 1

Ejemplo: Hallaremos el angulo entre los vectores u=(2,1) y v=(1,4)

Solucion
<u,v>=2x2-1x4 = 0. Luego cos 6 =0.Porlotanto 6 =90°.

Conclusion: Los vectores u y v son perpendiculares.

Problema: Halle el angulo entre los vectores u=(V3,1) y v=(1,v3)

Solucion: u. v =3 +3=2v3. lul = [v]=V@+1)=2.
Luego: cos 0= (uv) /(lullvl)=2V3/(2x2) =3 /2
Por consiguiente, sabiendo que sen 30° = 2, podemos construir la figura:
1
V3
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Concluimos entonces que el angulo entre los vectores es de 30°.
De la formula: cos 0= (uv) /(lul [v])

Concluimos que los vectores u y v son ortogonales (“perpendiculares” entre si), si'y sélo si
cos6= 0 oequivalentemente, siysélosi uv=0

El producto interno, de dos vectores u=(u1,uz, us) y v=(vs, V2 Vv3),enR3 denotado poru.v o por
<u, V>, se define de manera similar a como se hizoen R 2 | asi:

U.v=<u,v>=U1XVit U2XVa2+ U3XV3,

Todas las propiedades, sus relaciones con la normay las férmulas presentadas en R? tienen validez en R3. .
Siempre y cuando se extiendan las definiciones como se ha hecho.

La siguiente propiedad seré utilizada extensivamente:
<VV> =V 12
El producto interno se generaliza, con todas sus propiedades, a R"asi:
Siu=(u1, U2, U3,...,Un) YUu=(Vv1, Vo, V3,..., Vn), definimos :
<u,Vv>=U1Vq + Ugv2 + Usv3 + ... + UnVn

Ejercicios
1. Dados los vectores v=(-1,2) y w=(3,2)

i) Calcule: a) <v,w> b) <w,v> c)<v,w-v> d)<vv> e) vl 1) |wl

ii) Verifique que <v,w —v>= <v, w>- <v,v>

iii) Halle el coseno del angulo © formado por v y w. Ayuda : cos 6 = <v,w>/| v| | w].

2. Dados los vectores u=(2,1) y v = (3, -1). Calcule la proyeccién de u en v, Pry u, y la proyeccion
Pruvdevenu.

3. Dados los vectoresu=(-1,2) y v=(3,2)
i) Halle la proyeccion Pryu,deu en v.
i) Hallev-Pryu

iy Verifique que v -Pryuesortogonalau (esdecirque<v-Pryu,u>=0).

4. Halle el angulo 0, entre los vectores dados en cada caso:

a)u=(-1,2), v=(0,1) R/. © = arccos 2\5/ 5
b) u=(-1,2), v=(1,1/2) R/. © =arccos 0 = 90°
c)u=(1,2), v=(714) R.®=arccos 1=0°
d)u=(1,1), v=(1-1) R/. = arccos 0 = 90°
e)u=(1,1), v=(-1,1) R/. © = arccos 0 = 90°
flu=(1,1), v=(1-1) R/. © = arccos-1 = 180°

5) Hallar los angulos interiores o, [3, y del triangulo cuyos vértices son A(1,1), B(1,-1), C(-1,1)

C A A Ayuda: o = arccos (CA . CBJ/LCR&Y| CBT
al p

——> —> —>
B =arccos (AC . AB) /| AC|| AB |

——> —> —>
- v = arccos (BC . BA) /| BC|| BA |

v
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6. Dada la circunferencia de centro en O(a,b) y de radio r, demuestre que:

Si P(x,y) es un punto en la circunferencia,

entonces : (x-a) 2+ (y-b)2=r2 (X,y)
—>
Ayuda: |OP| =r.

7. Dada la circunferencia C de centro en O(0,0) y de radio 1, cuya ecuacibnes x2+y2=1,y L,una  recta
tangente en Q(0,1), a la circunferencia y el punto P (3,1), situado en tal recta tangente, calcule el angulo o.

Q0,1

P3,1)

8. Demuestre que los puntos A(2,5), B(8,-1), C(-2,1) son los vértices de un triangulo rectangulo en A.

9. Demuestre que las diagonales de un cuadrado son perpendiculares entre si
— —>
Ayuda: Demuestre que OB . AC =0

C(0,a) B(a,a)

v

00,0  A@a0)

10. Un rombo es un paralelogramo con los cuatro lados iguales. Demuestre que el cuadrilatero ABCD, con
vertices A(2,2), B(6,5), C(9,9), D(5,6), es un rombo. Ayuda: Aun cuando no prueba mucho, es conveniente
realizar un dibujo del cuadrilatero en alguna escala. En cualquier caso, demuestre:

i) AB //DC, AD /I BC

— —>—> —>

iiy  |AB||BC||cDIl|AD]

1ii) Demuestre que los angulos opuestos de dicho rombo son iguales dos a dos.
iv) Verifique que sus diagonales son perpendiculares entre si.

11. Demuestre que las diagonales de un rombo son perpendiculares entre si. Ayuda: Apdyese en el grafico
siguiente:

Ayuda: Demuestre utilizando la multilinealidad
Del producto interno que:

<u-v, u+v>=0,

yaquelul=|v|
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12. Hallar la distancia del punto P(-2.3) a la recta L: 4x — 5y + 10 = 0. Observe el grafico.

v

QZ

é»/Z, 0) |
Ayuda: d = THP|=TGQP|sen o. Ademas: cos o= QP . QR

13. Demuestre que lasrectas L1:3x-4y+8=0y L2:6x-8y+9=0, son paralelas.

Ayuda: Halle un vector en la direccion de cada recta. Demuestre que tales vectores son paralelos: el uno
es un multiplo del otro.

14. Halle la distancia entre las rectas del ejercicio anterior.
Ayuda: i) Halle un punto P en una de las rectas y dos puntos Ry S en la otra.
— —> —> —>
ii) Calcule cos ow= (RP . RS)/ |RP||RS|
iii) Calculed = |RP[sen o

15. Halle la ecuacién cartesiana de la circunferencia de centro en O(2,1) y radio r = 3.

R (x=2)2+ (y-1)2=9

Ayuda: P(x,y) es un punto de la circunferencia
Siysolosi [r| =V ((x-2)2+ (y-1)2)=3. P(x.y)

16. Demostrar que la recta L1 que pasa por P(-2,5) y Q(4,1) es perpendicular a la recta L que pasa por los
— —>
puntos R(-1,1) y S(3,7). Ayuda: Demuestre que:  PQ . RS=0

17. Demuestre que los puntos P(1,1), Q(3,1), R(2,1 + ' 3), son los vértices de un triangulo equilatero. Halle
uno de sus angulos.

18. Demuestre que los puntos P(1,1), Q(4,1), R(5,4), S(2,4) son los veértices de un paralelogramo. Halle el
angulo interior obtuso.

19. Halle los vértices del triangulo formado por las rectas tangentes a la circunferencia C en los puntos
Pi(-1,1),P2(3,5),P3(5,-3).

20. Larecta cuya ecuacion cartesiana es 3x -4y -1 =0, es tangente a una circunferencia de radio 5 en el
punto P(3,2). Hallar la ecuacién de dicha circunferencia.(mas de una respuesta).

21. Halle la ecuacién cartesiana de la recta tangente en el punto P(3,4), a la circunferencia cuya ecuacion es:
3x2+ Jy2+12x+4y-35=0

22. Determine la distancia del punto P(2,-3)alarectad x-5y + 10

23. Por el punto P( - 5, 4) se trazan tangentes a la circunferencia
X2+ y2-10x+ 7=0.
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Halle el &ngulo que forman.
Ejercicios

1. Para cada uno de los siguientes vectores, calcule 1 v 1:
yv=(-247) i)v=(N2,11) iii) v=(0,00) iv) v=(1,¥2,-1) V) v=(1,2-1)

3. Para cada uno de los siguientes vectores, calcule 1 v 1/1v 1. Es decir, normalice a v. Compruebe en cada
caso que v/1v Itiene magnitud 1.

>

5. )v=(-247) i) v=(N2,1,1) iii) v=(0,0,0) iv) v=(1,-V2,-1) V) v=(-1,-v2,-1)

3. De algunas rezones por la cual v/ 1 v I tiene siempre magnitud 1. Entre otras razones, reflexione sobre lo
siguiente. Si o es un nimero real, entonces que 1o vi=1o 11V 1. Estudie 1 avi, con
o="1/vi

4. Corrobore algunas de las propiedades de la norma y del producto interno. Seav = (1, 2, 2)
y u=(3,24). Verifique que:

i) oo vi=1o 11vi sioeR. Utilice ov=-3
i) <3u,v>=3<uyv>

ii) <3u,4v>=12<u, v>

iv) <U,u=-v>=<uyu >-<v, v>

V) <V, V>=|VIZ2

5. Obtener dos vectores unitarios que sean ortogonales al vector u = (3, -4).
6. SeaA(1, -2, 3); B(2, 3, -1) y C(-1, 0, 3) los vértices de un tridngulo. Encuentre:

a. Sus angulos interiores b. Su Perimetro

7. Dado el vector u = (1, 3) obtenga dos vectores ortogonales al vector u de direccion opuesta y de norma 10.
8. Encuentre un vector que sea ortogonal tanto al vector al vector u = (3, -2, 3, 4) como la vector
v=(-2,4,-5:-3)y que tenga norma 5.

9. Calcula el angulo que forman los vectoresde R3u=(1,1,1)yv=(1,1,0);u=(1,2,0)yv=(0, 4, 1).

10. Obtenga el producto interior de cada par de vectores dados:a. (-4,8), (2,1) ; (1,2,3), (7,8,9)
11. Determine que pares de vectores del ejercicio anterior, son ortogonales.
12. Determine la magnitud de los siguientes vectores: (1,3); (1,5,-2)
13. Calcule el &ngulo y el coseno del angulo entre cada par de vectores:6. (3,4), (-1,5); (1,1,1), (5,0,0)
14. Halle un vector unitario que sea paralelo y tenga la direccidn de cada vector dado:a. (3,4) b. (2,3,-2)
15. Encuentre la longitud del vector PQ, donde P =(1,4)yQ = (3, 9).
16. a. ¢, Cuantos vectores unitarios ortogonales a (3,1) hay en R2?

b. ¢ Cuantos vectores unitarios ortogonales a (3,1,1) hay en R3?
17 Obtenga el producto interno de cada par de vectores:

a.(1,3,-50),(7,1,2,5); b.(1,2,3,4,5), (1,8, -4, 3,-3)

18. Halle un vector unitario que sea paralelo y tenga la direccion de cada uno de los vectores dados.
a.(1,1,1,1), b.(0,-1,2,4,0)
19. Determine la norma de cada uno de los siguientes vectores:a. (-4, 0, 2, 2), b. (0, -5, 2,1, 1)
20. 4 Qué parejas de vectores son perpendiculares entre si?
)(1,-1,1)y(2,1,5)i0)(,-1,1)y(23,1) i) (-5,2,7) y (3, -1,2)iv) (m, 2, 1) y (2, -1, 0)
21. Determinar el coseno de los angulos del triangulo cuyos vértices son
)(2,-1,1),(1,-3,-5),(3,-4,-4),i)(3,1,1),(-1,2,1),(2,-2,5)
21. Determine los angulo entre la diagonal de un cuadrado en R? y sus aristas
23. Determine los angulos entre las diagonales de un cubo en R3y sus aristas.
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5.5. Dependencia e independencia lineal

Los vectores u € R?, v € R? son linealmente dependientes si existe k € R, tal que u = kv, o v =ku, de lo
contrario se dicen linealmente independientes.

Geométricamente u y v son linealmente dependientes en R?, si'y sdlo si, estan sobre la misma recta, como en
los siguientes graficos:

> u »
La pareja 1v, 0+, donde v es cualquier vector y Oasel/vectc r nulo, es linealmente dependiente puesto que

0 = Ov, cualquiera sea v.

Si dos vectores u y v son linealmente independientes y
W] kiu+ kov =0, necesariamente k1= ko= 0.

Esto se concluye ya que si alguno de los dos, digamos k1 es tal que k1 0, podriamos dividir por él,
concluyéndose que u + (ka/ k1)v =0, luego u =- (ko/ k1)v lo cual contradiria la independencia lineal de u y v.
Lo mismo sucederia si k2 # 0.

La independencia lineal de u 'y v, que a nivel geométrico se traslada al hecho de que los vectores no estén
sobre la misma recta o sean paralelos o colineales y que a-nivel algebraico se expresa en la condicién (*)
anterior, tiene interesantes aplicaciones geométricas.

Proposicion: Las diagonales de un paralelogramo se cortan en su punto medio.

He aqui la justificacion vectorial. A partir del'siguiente gréafico
A YUV X = utv

v

0
Basta con probar.que el punto P se encuentra en el punto medio del vector x = u+v, y del vector
y=u-V,0seaque

_’ _»
OP=(12)x y PQ=(1/2)y
Es evidente, del grafico que para algunos valores k1y ko, ,
kix + kay = u. Debemos concluir que ki=ka=".

Ahora: kix + koy =ki(u+v)+ ko (u-v)=u,
de donde se concluye que

(kitka-Nu+ (k- ko) v=0,

como u y v son vectores linealmente independientes, por no estar sobre la misma recta, entonces por (*),

kitka-1=0y ki- k=0,
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de donde se concluye que ki= ka="%

Probaremos ahora la siguiente proposicién: Las medianas de un triangulo se cortan en un punto cuya
distancia al vértice esta a 2/3 de la distancia del vértice a la base.

Discutiremos la proposicidn a partir de la figura siguiente.

C
M
v M1
X u-v
A u B
— —

Sean los vectores x=AM;,, y=M:B

Puesto que M1y M2 son puntos medios de CB y AC, respectivamente, tenemos que para un par-de valores ki
v (") kix + koy = u,

Para probar nuestra proposicion debemos concluir que k1 = k2= 2/3.

Como My y My, son puntos medios, tenemos que: x+(1/2) (u-v)=u y(1/2)v+y=u.

Luego x=(112)u+(1/2)ve y=u-(12)v

Reemplazando en (**), concluimos:

ki (12)u+ (112)v) +ko (u=(12)v) = u.

De donde concluimos: ( (1/2) ki+ ko =1 )u+( (1/2)ki—(1/2) ka)v=0
Por la independencia lineal de u y v concluimos:

(1/2) ki + ko=1=0, Ki—k2=0.
Luego: k1= ko =12/3.

Dependencia e independencia lineal de vectores en R":

Definicion: Dados los vectores x1, X2, X3, ..., Xk, una combinacion lineal de los x;es una expresion de la
forma
orX1+t OX2 + o3t ...+ ouXk, o € R.

Para facilitar nuestras descripciones definiremos el nuevo conjunto Gen(V), a partir de un conjunto de vectores
V ={vi,V2 v3..Vk}como el conjunto de todas las combinaciones lineales de los vi, i=1,2,....k, , asi:

Gen (V)={A1vi+t Aovo+ Aavs..+ Ak, Ai eR}.
Es decir, un elemento de Gen (V) seria v3o v, etc,3vi-vas 2vi+3Vva+vs Vit dva+6vat 2vy, etc.

Esclaroquesiv €V, 0v=0¢V, de donde se concluye que Gen(V), siempre posee el vector 0, o expresado
geometricamente: siempre pasa por el origen.

Conclusiones (ver los siguientes graficos):
a) Gen {0} = {0}

b) Gen {v1} es una recta en la direccion de v 1, que pasa por el origen.
c) Gen{v1,v2}esunplano, que pasa por el origen, si v 1y v2no son colineales.
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(a) (b) (c)
Generalizando la definicidn de independencia lineal de R2 a R3, decimos que un conjunto de vectores
{v1,v2 v3..Vvk}es linealmente dependiente si alguno de ellos se puede expresar como una combinacion
lineal de los restantes, es decir, si para algun subindice p, 1 <p <k, se tiene que

veeGen{vi,v2,...,Vp1,Vp#,...,Vk}

oloqueeslomismovp=A1Vvi+tAavat ..., ApaVpt + ApsVps, ..., Ak Vk, €S Una combinacion lineal de
los vectores restantes. De lo contrario se dice que son linealmente independientes.

El significado geométrico se puede apreciar en las siguientes figuras:

(@) (b) (c)

v1, V2 : Linealmente dependientes V1, V2 : Linealmente dependientes V1, V2 : Linealmente
independientes

v 1, V3 Linealmente independientes V 1 , Vv 3 : Linealmente
independientes

V2, Vv3:Linealmente independientes vV 2 , v 3 : Linealmente
independientes

v 1,V2 v 3: Linealmente dependientes v v 2 Vv 3 Linealmente
independientes
En el caso

(a) los vectores v 1,v 2 son linealmente dependientes por pertenecer a la misma recta, es decir que: v2 €
Gen{v1}.

(b) Auncuando v 3 no pertenece’'a Gen { v1,v2 }, el hecho de que v2& Gen { v+ }, hace que el conjunto {
V1,V2, v3}, sea linealmente dependiente.

(c) Los vectores v 1, v.2, v3son linealmente independientes, ya que ninguno de los 3 vectores pertenece
al Gen de los demas ya que v 3 no pertenece al plano Gen ({v 1,v 2}), lo mismo puede decirse de v 2
respecto de {v+1,v3}, etc.

Tal como sucedié en R? :

El conjunto de vectores {v1, V2, v3... vk} es linealmente independiente si y sélo si:

A1vitdovat .o+ Akvg=0 implica A=A2=A3=.. =A(=0.

La proposicion anterior, resaltada con negrilla, sera en el futuro la que se utilizara para definir la independencia
lineal de vectores, puesto que algebraicamente es mas facil de manipular.

Problema:
Son los vectoresu = (1,2,3) ,v=(3,1,2),w=(1,0,1), linealmente independientes?
Solucion:

Si al plantear la ecuacién: A1u+A2v+Aisw =0
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Se concluye que necesariamente A 1=2A2=2A3 =0, entonces los vectores en cuestion son linealmente
independientes, de lo contrario seran linealmente dependientes.

\eamos: AUutAov+Asw=0

Es equivalente al sistema de ecuaciones lineales:

A+ 3h2+ Az =0
2A1+ A2 +203 =0
A1+ 2h2+ A3 =0

Utilizando la descomposicidn LU con sobreescritura, tenemos:

(1 3

1 JFs3 - 3Fq 3 |-

Luego:
10 0 1 3 1
L=1]12 1 0 u =10 -5 0
3 75 1 0 0 -2
Resolvemos Lux =0, asi
Ly =0;
y1 =0
2y1+  y2 =0
3y1+7/5y, + y3z.=0,
concluyéndose que: y1=y2=ys =0.
Resolviendo ahora: Ux-=0, o sea:
x¢+ 3 x2+ x3 =0
- 5 x2 =0
-2x3 =0
Concluyéndose que necesariamente X1 = X2 = x3 =0.

Los vectores en cuestion son linealmente independientes.
Ejemplo
Los vectores u=(2,3,1) ,v=(3,38,3),w=(-1,2,1), son linealmente dependientes.
Yaque A1utAav+Aszw=0 es equivalente a plantear:
2A1 +3X2 - A3 =0
3A1 +8A2 +2A3 =0
A1 +3A2 + A3z =0

Descomponiendo la matriz de los coeficientes del sistema anterior en la forma LU, tenemos:

2 3 4 1 3 1 1 3 1 1 3 1
3 8 2 = 3 8 2 |F-3F |3 1 1 |= 2 -1 -
1 3 1 2 3 1 |F3-2F1 |2 -3 -3 JF3-3F2|2 3 0
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intercambio
3ra. fila con 1ra.

Luego 100 13 1
LU =3 10 0 -1 -1
2 3 1 0 00

El intercambio de las filas no afectara el proceso ya que el sistema de ecuaciones es homogéneo( Ax = b,
con b=0).

Resolvemos Ly=0
y1 =0
3y1 + y2 =0
2y1 + 3y2+ ys =0,
concluyéndose que: y1=y2 =ys =0.
Ahora resolvemos Ux=y
O sea
X1 + 3x + x3 = 0
- X2 - x3 = 0
Ox3 = -0

Luego xs puede tomar cualquier valor y no es necesariamente igual a 0.
Por lo tanto los vectores son linealmente dependientes.

Los vectores e1=(1,0,0), e2=(0,1,0), y e3s=(0,0, 1), son linealmente independientes como se
puede concluir al plantear la ecuacion

A1e1th2ezt Azes=0

La cual deviene en:

Ademas: |et]|=|ez2|=]es3|=1. Losvectores e; sonde longitud 1.
Mas alun, como:<eq, €2>=0, <e1, €3>=0, <ea2, e3>=0,
O lo que es lo mismo: <ej, €j>=0,si i#]

Por lo tanto son mutuamente ortogonales y unitarios (de norma 1) y por lo tanto constituyen un conjunto
ortonormal.

(Estas ultimas caracteristicas se pueden resumir diciendo que

<ei, j>=90j,(donde &=1 sii=sj y &=0siizj.)

Problema:

Hallar el angulo entre los vectores u=(21,-1) v=(1,-21)

Solucioén: cos O =<uv>/ul[v| =(2x1+1x(-2)+(-1)x1)/(N6N6)=-1/6
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Por lo tanto 6 = arccos ( -1/6) = 1, 74 radianes = 100°

Problemas propuestos D D
1. Demuestre que los vectores ‘112 : gg son linealmente independientes
~ J ~ J
e 3 e 3
2. Demuestre que los vectores fl"g : 722 son linealmente dependientes.
3 -
3 2 13
3. Demuestre que los vectores 41 , 19 , | 2 son linealmente dependientes.
5 2/ 4
4. Demuestre que los vectores
1 0 1 0 3
V1 - 0 V2= 2 V3= 2 V4= '1 V5= 3
0 0 0 1 0

son linealmente dependientes, mientras que el conjunto de vectores v1, v2, v4, eslinealmente independiente.

5. Demuestre que los vectores

1 0 3

son lineal © dependiente] 1 -2
0 0 0
6. Demuestre que los vectores
1 0 0
’ 1 : 0
0 0 1
son linealmente independientes.
7. Demuestre que los vectores
1 0 0 2
’ 1 ’ 0 ’ -1
0 0 1 3

son linealmente dependientes.
8. Determine si los siguientes conjuntos de vectores son linealmente dependientes o independientes
a)(1,-3, 5), (2,21) , (4,-4,14)

b) (1,7,7) ,(2,7,7), 3,7,7)

0 1
c) | 0 : 0
| -1/ " 4 7
d) (9 (2] 3] 12
9 0 5 12
L 0 ) L 1 ) -4 -1
- 1 4
9. Demuetre que 6 es un elemento de Gen 1 3l 1o F
3 2 1
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Ejercicios

1) Determine si el conjunto de vectores dados es linealmente independiente o né.

) ovi=(1,21)  va= (1,01)  vs= (21,1
i) ovi=(1,21)  va= (1.01)  vs=(21,1)  ve=(1,0,1)
i) vi=(1,21)  va2= (1.01)  vs=(-14,-1)

iv)  vi=(1,21)  va= (1,01) vs=(31,1)  ve=(6,4,2)

2) Determine si el par de vectores es ortogonal o no..

i) vi=(1,2,1) vo= (1,0,1)
ii) vi=(1,2,1) vo= (1,0,-1)
iii) vi=(1,2,1) vo= (1-1,1)
3) Demuestre que si los vectores v, Vv2, V3, Vs, son diferentes de 0 y ortogonales entre si;es decir,
si ademas

<V4,V3>=<Vy4,V2>=<Vy,V1>=<V3,Vp>=<V3,V1>=<Vy,Vvi>=0
entonces son linealmente independientes.

Ayuda: Si au1vi+ a2va+ a3va+ aavs =0, entonces

<O1V1t ooVet 3Vvat oaVa,Vi>=01<Vy,V1>=<0,v1>=0,

Porlotanto o 1<v1,vq1>=0,concluyéndose que & 1=0,yaque<vq,vs> #0.
Por qué es esta la base de nuestra afirmacion?.

4. Una manera de analizar la independencia o independencia lineal de vectores, es escribirlos como
vectores fila y formar una matriz con dichas filas: Al efectuar el proceso de escalonizacion por el
método de Gauss, las filas diferentes de 0, al terminar este proceso, por su forma escalonada, son
linealmente independientes. Si aparece unafila de ceros, es porque alguna combinacién lineal de
algunos de los vectores fila a anulado ha logrado formar el vector 0, pese a que el escalar 0 no ha
sido utilizado, por lo cual serian linealmente independientes de lo contrario, si el proceso termina con
todas las filas diferentes de 0, los vectores son linealmente independientes.

Resuelva el problema 1 por este método.

5. Exprese el vector u = (3, 0, 3) como una combinacion lineal de los vectores
ur = ('2’ '1! 1)! U= ('1; 1; 2) yus= (2, '1, 1)

6. Determine los-valores de k para los cuales los vectores dados forman un conjunto linealmente
independiente en R 3, donde:

g= (kL) $=(0kD)y &=(110)

5. Determine si el conjunto W = 81,83, ) ur=(1,-2,0,1),u2=(2,3,-1,2) yus = (0, -1, 5, 3).
es linealmente independiente en R 4, cualquiera que sea su respuesta justifiquela.

6. Hallar todos los valores de k para los cuales V = {v1, v2, v3}, es un conjunto linealmente
independiente, en los siguientes casos:

{(1,2,k),(1,1,1),(0,1,1=-Kk)} ii){k, 1,0),(3,-1,2), (k, 2,-2)}

7. Determina si el vector v de R3 indicado, se puede expresar como combinaci‘on lineal de los
vectores que se sefialan: a) v = (5, 2,-3) como combinaci‘on lineal de {(1, 1,-1), (2,-1, 0)}.

b) v = (-1, 2, 1) como combinaci‘on lineal de {(1, 1,-1), (2,-1, 0), (3, 0,-1)}.

c) v =(-1,-1,-1) como combinaci‘on lineal de {(1, 1,-1), (2,-1, 0), (3, 0,-1)}
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8. Estudia la dependencia o independencia lineal de los conjuntos de vectores indicados:
En R2, el conjunto {(a, 0), (O, b)}cona#0yb=0.
En R?, el conjunto {(1, 3), (-3, 6)}.

a)

b)

c) En R?, el conjunto {(2, 0), (4, ) (0, 3)}.

d) En R2, el conjunto {(2,-1), (-1, 2), (4, 9)}.

e) En R3, el conjunto {(1, 2,-1), (1,-3, 4)}.

f) En R3, el conjunto {(1, 3, 4), (0, 2,-5), (0, 0, 6)}.

g) En R3, el conjunto {(1, 1,-1), (1, 0,-2), (2, 1,-3)}.

h) En R3, el conjunto {(1,-2, 0), (1, 0, 1), (1, 1, 1)}.

i) En R3, el conjunto {(1, 1, 0), (1,0, 0), (1,1, 1), (1,0, 1)}.
j) En R3, el conjunto {(2, 1, 2), (-1, 3, 4)}.

k) En R4, el conjunto {(1, 1,1, 1), (3, 4, 2, 5)}.

) En R4, el conjunto {(2, 5, 6, 4), (0 -1,2,3),(0,0, 1, 6).

9. Formula una condici‘on sobre los n‘umeros a, b, ¢ y d para que los vectores {(a, b), (c, d)} sean
linealmente independientes.

10. ¢, Para qu’e valores de _ los siguientes conjuntos de vectores de R3 son linealmente independientes?
a){(1,2,3),(2,-1,4), (3, _, 4)}.

b) {(2,-3, 1), (-4,6,-2), (_, 1, 2)}.

11. En R3 consideramos un conjunto de vectores linealmente independientes {u, v,w}. Estudia

si los siguientes conjuntos de vectores son linealmente independientes:

a)S1={u,v,u+v}

b) S2 = {u,w, u + w}.

c)S3={u, v, (0,0,0)}

Determine si el conjunto de vectores dado es linealmente independiente o linealmente

dependiente.

12.EnR2:(1,2), (-1, -3)

13.EnR2: (-3, 2), (1,10), (4, 5)
14.EnR3:(1,0,1),(0,1,1),(1,1,0)
15.EnR3:(-3,4,2),(7,-1,3),(1,2,8)

16.EnR3:(1,-1,2),(4,0,0),(-2,3,5), (7,1, 2)

17 ¢ Para qué valores de a seran linealmente dependientes los vectores

(1,2,3),(2,-1,4), (3, a,4)?

18) ¢, Para qué valores de a seran linealmente dependientes los vectores

(2,-3,1),(-4,6,-2), (0,1, 2)?

[Sugerencia: observe con cuidado.]

19. Determinar si v € S en cada uno de los siguientes casos:

yv=(1,2,-1),S=<(1,3,2),(2,0,1), (1,1, 1)>

ij)v=(1,0,-1,3),S=<(1,0,1,0),(2,1,0,1),(0,1,0,-2) >, donde < ... >, se refiere al conjunto generado

por los vectores.

20.Sea S=<(1,-1,2,1), (3,1, 0,-1), (1, 1,-1,-1) >, donde < ... >, se refiere al conjunto generado por los
vectores. Determinar si (2, 1, 3,5) € S.

21. Decide razonadamente si el vector (1, 2, 0, 1) pertenece o no al subespacio vectorial de R*

generado por los vectores (1, 0,2, 0) y (0, -1, 1, 1).

5.6'Proyeccion de un vector sobre otro

Si se tienen dos vectores u y v, como los de la figura

Prvu

La proyeccion Pry u del vector u # 0, sobre un vector v # 0, tiene longitud o magnitud

| Pryul=lulcoso=lul (uv)/(lul [vl)=uv/ vl
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En consecuencia, podemos definir el vector Pry u, proyeccion del vector u sobre el vector v, como un vector
de magnitud <u,v>/ |v| que tiene la misma direccion de un vector unitario v/ |v| ( es decir, para ser mas
riguroso, (1/ |v|) v) en la direccion de v Por lo tanto, definiremos al vector Pry u como el vector

Pryu= (<uv>/|vl). (v/Iv])= (<uyv>/|vl2) v= (<uv>/<v,v>) v
Ya que <v,v> = |v|2
Por lo tanto: Pryvu=(<uyv>/<v,v>) v (%

Analogamente, vease la siguiente figura, la proyeccion del vector v en el vector u, esta dada por :

Pruv=(<v,u>/<u,u>) u

Pryvu v

Sean los vectores u y v ortogonales, como se ve en el grafico, y w otro vector, como en la figura.

ua

Pruw

Prvw

En este caso especial, por la ley del paralelogramo, tenemos que:

w=Pryw + Pryw

O sea, que como veremos mas adelante, al expresar un vector, en este caso w, en una base ortogonal, en
este caso 1u, v, se tiene que:

Ejemplo: W= (<w,u>/<u,u>) u+ (<w,v>/<v,v>) v

Los vectores u= (2, -1) y.wv =(1,2), son ortogonales, expresaremos al vector w = (-1,3) como una
combinacion lineal de u-yv, o como se definira posteriormente, expresaremos al vector w en la base
{u, vr,ast:

Pruw = (<w,u>/<u,u>) u=(((-1,3).(2,-1)/((2,-1).(2,-1)))(2,-1)
=((-1x2+3x-1)/(22+ (-1)2))(2,-1)
=(5/5)(2,-1)=-(2,-1)

En este caso se dica que -1 es la primera componente de w en la base {u, v . Procederemos a
calcular la segunda componente.
Prow = (<wyv>/<v,v>) v=(((-13).(1,2)/((1,2). ( 2)))(1,2)
((-1x1+3x2)/(12+(2)2))(1,2)
(575)(1,2)= (1, 2).

La segunda componente es 1.
Es decir w =-Tu+ v=-u+ v, como se puede verificar.

La descomposicion de vectores en sus componentes, respecto a ejes o vectores ortogonales tiene muchas
aplicaciones como veremos en proximos capitulos, las mas conocidas, por quienes han pasado por el
bachillerato, son las aplicaciones a la fisica, en donde el vector velocidad v se descompone en sus
componentes vy, respecto al eje X,y vy, respecto al eje Y.
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En el estudio de fuerzas, a menudo, la fuerza F se descompone en componentes Fx,y Fy, 0 como sucede en
el estudio de planos inclinados, el peso w se descompone en una Fuerza F, en la direccién del plano inclinado
y una fuerza N, normal al plano inclinado.

No aplicaremos nuestros métodos a problemas de este tipo ya que consideramos, en este caso, que los
ejemplos que podemos manejar no aportan métodos superiores a los estudiados en bachillerato.

Ejercicios

1. Determine la proyeccidn del primer vector sobre el segundo. a) (3,-2), (3,5);.b.) (-1,3,2),
(5,1,3)

2. Compruebe que los vectores u =(1,2,-2),v=(-1,1,"%),w=(3, 3/2, 3) son ortogonales entre si.

3.Siz=(4, 3, 1). Calcule las proyecciones Puz , Pvz , Pwz . Verifique que z = Pyz+ Pyvz + Pwz. Este es un caso
tipico de la descomposicion de un vector en una base ortogonal.

Este resultado se puede apreciar observando la siguiente figura

5.7 Subespacios en R”

Un subconjunto S < R ,«es'un subespacio de R", si es cerrado bajo la suma ( y en consecuencia la resta)
de vectores y la multiplicacion por un nimero, es decir:

i) SiaeRyxeS, entonces ox €S
i) SixeSyyeS. Entonces x+yeS

Ejemplos
i) Es claro que el subconjunto 3 0+, que consta solo del vector 0, es un subespacio, el trivial, (de Rv).
ii) El vector 0 se halla en todo subespacio ya que para cada vector x del subespacio, 0x=0 debe

estar en el subespacio.
iii) El conjunto de los vectores sobre una recta que pasa por el origen es un subespacio. En general
10X f 0 expansiones o contracciones de un solo vector, es un Subespacio. Rectas y planos en
R2 0 R3 que no pasan por el origen, no son subespacios
iv)  Si X1, X2, X3 ..., Xkson vectores en R" { ouXs + O2X2 + Ol3Xs+ ... kX , 0i € R de todas las
combinaciones lineales de los xj, j = 1,2,...,k , es un subespacio denominado, el subespacio
generado por3 X1, X2, Xs,..., Xk r, denotado por Gen{ X1, X2, X3, ..., X!

Por ello, el conjunto generado por un vector Gen 1 xt, o de las combinaciones lineales de un solo
vector, es un subespacio. En R2 y R3 tales subespacios corresponden a rectas que pasan por el
origen.
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Si x, y son vectores entonces Gen 1x,y¢+ es un subespacio. En R2 y R3 tales subespacios
corresponden a rectas y planos (si x #y) que pasan por el origen.

Si A es una matriz de dimension mxn, con columnas A = ( A1 Az As... Ay ), el conjunto Gen (A) =
{ouAr + oAz + 03As+ ... OnAx, 0 € R de todas las combinaciones lineales de las columnas de
A, es un subespacio de Rm.

V) Si S es un subconjunto, el complemento ortogonal de S, denotado S* , formado por
todos los vectores ortogonales a S, es un subespacio. Si S es el subespacio trivial 1 0 ¢,entonces
StestodoRn.

SixeR2x#0. {x " es una recta ortogonal a x que pasa por el origen
SixeR¥x#0. {xr"es un plano ortogonal a x que pasa por el origen

Para dos vectores x,y en R3, x#0,y#0x#y, {X,yr" es la recta ortogonal al plano generado
por 0 que contiene ax ey, que pasa por el origen.

Particionando una matriz A de dimension m x n, en sus columnas, vemos que si X .es-un vector columna, o
matriz de dimension nx1, entonces

Ax= Xt Ar+xo Ao+ ..+ XnAn,

donde las x; son los elementos de la matriz nx1, o sea componentes'del vector columna x, y las A son las
columnas de A.

Es evidente por la igualdad anterior que

1A | A es una matriz de dimension mxn y x es una matriz de dimension nx1f = 9xs Aq +
X2 A2+ ... + Xn Ant, €s precisamente el conjunto generado por las columnas de A.

Con esta nueva terminologia, concluimos, y este punto de vista nos ayudaré a clarificar ~ muchas
situaciones, que el sistema de-ecuaciones lineales simultaneas

Ax=b
Tiene solucién
Siy sdlo si
xeGend Ar, Az, ..., An b, 0sea

si'y sélo'si-x se puede expresar como una combinacion lineal de los vectores columna o
columnas de A.

Sin entrar en mayores detalles diremos que el conjunto de las matrices de dimensidn nx1, junto con las
operaciones de suma de matrices y multiplicacion por un escalar (numero), es un espacio vectorial, que es
isomorfo a R" en un sentido que aqui no aclaramos pero del cual abusamos cuando por comodidad
hemos representado a los vectores columna como vectores fila o vectores en R

Al subespacio generado por las columnas de A, lo denominaremos C(A) o espacio columna de A.

Por ello, si A es una matriz de dimensidén mxn, el espacio generado por las combinaciones lineales de
las  columnas de A, Gen (3 A1, Az, ..., An t) = C(A), es un subespacio del espacio vectorial de las
matrices de dimension m x 1, como lo sefialamos antes.

vi) Si A es una matriz de dimension mxn, se define el nucleo de A, como el conjunto de los vectores
columna x, tales que Ax = 0.
(Al sistema de ecuaciones Ax = b, se le asocia el sistema de ecuaciones Ax = 0, el cual se denomina sistema
homogéneo asociado. Esta asociacion es conveniente puesto que de ella salen importantes resultados
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tedricos. Por ello el conjunto de las soluciones del sistema homogéneo Ax = 0, es un conjunto de gran
importancia tedrica).

El conjunto N(A)={x|Ax=0}
Es un subespacio del conjunto de las matrices de dimensiéonn x 1.
Al conjunto N(A) o conjunto de las soluciones del sistema homogéneo Ax = 0, se le denomina el nlicleo

de A. Calcular el nicleo de A corresponde ,particionando la matriz en sus columnas Ai, a hallar los vectores
columna

X1
X =| X2
Xn
tales que X1AT+ X2 A2+ ..+ X A =0 (%)

Como se ha visto, plantear una ecuacién como (*), se utiliza entre otras cosas para averiguar la independencia
lineal de las columnas de A (estudiadas como elementos del espacio vectorial C(A)).

Muchos resultados préacticos se logran efectuando estudios tedricos sobre Ry sus-espacios isomorfos. Por
ello muchos autores parten del estudio general de los espacios vectoriales para concluir importantes
resultados generales tanto de importancia teérica como practica. Esta tentacién, la de generalizar
tempranamente, la hemos resistido por razones pedagdgicas y de comprension de los lectores y estudiantes.
Sin embargo, tales generalizaciones son parte del proyecto “Algebra Lineal para Todos” y por lo tanto
apareceran en la WEB www.abaco.com.ve como apéndices a estestexto, lo cual permitira que se utilice en el
futuro para cursos avanzados para estudiantes de Ciencias basicas.

vii) Si A es una matriz de dimension mxn,y b0 es un vector columna o matriz de dimension  nx1
, el conjunto

x| Ax=b, b= 0t
no es un subespacio de R"..
Ejercicios
1.- Determine si los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales.

x+2y _

W={(x,y,z)f 1}-:51%3
Justifiqgue Su Respuesta
2.- Obtenga un conjunto generador del siguiente subespacio

W o={iF =(x,y,2)/ 2x -6y + 2z = 0}

3.- Determine si los siguientes conjuntos son subespacios vectoriales.
a) W ={(0, %, 31 x, ye W}

4.- Determine cuales de los vectores dados pertenecen al subespacio de R 4 generado por W si:
W={1,-2,3,1),(2,1,0,2), (1, -1, 3, 2)}

a)(1,-1,3,5)b) (-1,1,-3,-2) ¢) (2, -2, 0, 3)

Nota: En Cada Caso Justifique Su Respuesta

5. Determina si el conjunto de vectores dado genera el espacio vectorial que se indica:
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)EnR2 {(1,0),( )}

YEnR2{(1, 1)).

)EnR2{(1, 1), (1,0), (1,-1)}.

g) EnR3{(1, 2, 0), (4, 6, 1)}.

h) EnR3{(1, 0,0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}.

i) EnR3{(1, 1,0), (1,71, 0), (0, 0, 1)}.

) EnR3{(1,2,3),(-1,2,3), (5,2, 3)h
K)EnR3{(2,0,1),(3,1,2), (1, 1,1), (7, 3,5}
)EnR3{(1,1,1), (2,1, 0)}

5.8 Bases y Dimension

Bases
Sea S un subespacio . Una base V = qv1, vz, ..., vk r S es un subconjunto de k vectores de S,
tales que:
i) Los vectores v1, V2, ..., Vk son linealmente independientes.
i) Cada vector v de S se puede expresar como una combinacion lineal
v=ouvitopVvet ... + oxvk delos vectores vi . “.0lo que es equivalente
S=Genq vi,va, ...,V r = Gen(V).
Consecuencias

A partir de las definiciones pueden concluirse los siguientes resultados

Sea S un subespacio

)
i

i)

iv)

Si V es una base de S, cada vector u de S se puede expresar, de manera unica, como una
combinacion lineal de los vectores base.

Si 4 vi,vz2,...,Vp f s un conjuntode vectores linealmente independientes de Sy 1vi , vz |
Vg r €s un conjunto de generadores de S (0 sea Gen{vi, vz, ..., Vqr=S) entonces p <.

Todo subespacio S #10', posee una base
Dos bases de S tienen-el mismo nimero de elementos

Dimension de un subespacio

Como todas las bases de un subespacio tienen el mismo nimero de elementos, k, definiremos tal nimero
como su dimensién. Para calcular la dimension de un subespacio, basta con contar el nimero de
elementos de cualquier base.

Para.completar la definicién de dimensién, definiremos:

Dimension de 40 = 0.

Ejemplos

Los vectores e1=(1,0) y e2=(0,1) son una base de R?. Luego R? es de dimension 2.

i) Los vectorese 1= (1,00, e2=(0,100 y e3=(0,0,1) son una base de R3 . Luego R3es de
dimensién 3.

i) Los vectores e 1= (1,0,..., 1), e2=(0,1,0,...,0), ..., ex=(0,0,..,1,...,0), ..., en = (0,0,..,0,...,1) son
una base de R . Luego Rn es de dimension n. Estas bases en Rz, R? | y en general en R" son las
bases candnicas.

iv) El conjunto de los vectores, situados sobre una recta que pasa por el origen es de dimension 1. Por
que?.

v) Un plano en R3 que pasa por el origen tiene dimension 2. Por qué?
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Aplicacion

Hallemos la dimensi6n del subespacio de las soluciones del sistema homogéneo

2x-y+z =20
x+y-z =10
x-y+z=10

Este sistema es el sistema homogéneo asociado a un sistema de ecuaciones que fue planteado como
ejemplo en el capitulo 3, el cual tiene infinitas soluciones tal como se puede y conviene repasar (revise
el sistema no homogéneo, correspondiente, planteado en el capitulo 3).

La matriz de los coeficientes es

2-11

A=11 1-1

1 -1 1

Como se comentd hace poco, una solucion
X1
X= | X
X3

es tal que

(") x1 A1+ x2 Ao+ x3A3=0
donde las A; son las columnas de A.

Por lo tanto, resolver el sistema homogéneo Ax = 0, es equivalente a probar

i) 0 € Gen (JA1, Az, Ast). Lo cual es siempre verdad ya que Gen (JA1, Az, Asf) es un
subespacio y 0 pertenece a todo subespacio,
i) Hay que hallar los x; que satisfacen (*)

Podemos mirar ahora el problema desde este nuevo punto de vista.

En el capitulo 3, la matriz de los coeficientes A fue convertida a la forma escalonada, en este caso, tringular
superior
1

-3
0

(e

1
O OoOMN
O W

Si Q es el producto de las matrices elementales que produjeron los ceros, en su orden, Q es una matriz no
singular por ser un. producto de matrices elementales ( no singulares), entonces , particionando
adecuadamente. a U'en sus columnas U 1 U 2 U 3y a partir de la igualdad
QA=U
Obtenemos
QA1=U+1 QA2=U2 QA3=Us3

Donde las A son las columnas de A.
Resolver (*) que es resolver

X1 A1t X2 Ao+ x3As=0
es equivalente a resolver

(*) X1 QA1+ x2 QA2+ x3 QA3=0

0 sea, resolver
x1 Ur+ xp U+ x3 Us=0, ()

lo cual termina siendo un sistema de ecuaciones lineales, triangular o en algunos casos trapezoidal superior.
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Al plantear el sistema de ecuaciones a partir de (***) , llegamos a :

2 -1 1
xt1| 0 [+ x|[3 [+ x31-3 [=0
0 0 0
Como una solucibnes  x1 =0, X2 =1 x3 = 1, que de paso es una solucion del sistema

homogéneo. Concluimos que los vectores columna U 1, U 2, U 3 son linealmente dependientes,

lo cual garantiza a partir de (***) por ser Q no singular(por que?), que las columnas originales A1.., A2, Aslo
eran.

Mas sin embargo, puede verificarse que el conjunto { U 1, U 2 t es linealmente independiente y por lo tanto lo
son A1y Az. Por la relacion entre (*) y (***) por intermedio de (**), al ser la matriz Q no singular.

Se puede probar que en este caso {A1 A2t es una base de Gen JA 1, A2 , Asr) el espacio generado por
las columnas de A, el cual es por lo tanto de dimensién 2. Este nimero se llama el rango de A y corresponde
al numerol maximo de columnas de A linealmente independientes.

El nimero de variables xi, que pueden tomar valor arbitrario (en este caso) es 1.

Este ultimo numero coincide con la dimension del Nucleo de A, denominada-nulidad ,nul(A) o sea la
dimension de

IX|Ax=0 ¢

En este ejemplo se ha cumplido un resultado tedrico que dice:
Sea A una matriz de dimension mxn, entonces:

" Rango (A) + nul (A) =n
El resultado tedrico (!) sefiala que los grados de libertad (nul(A)), dependen del rango de A.
Si el sistema de ecuaciones es mxn y rango(A) = n, 0 sea, si las columnas de A son linealmente
independientes, entonces nul(A) = 0 y el conjunto de soluciones del sistema homogéneo se reduce a la
solucion trivial § 0 . En este caso, el sistema tiene solucion Gnica x = 0.
Las relaciones entre rango(A) y la no singularidad o invertibilidad de una matriz cuadrada A no han sido

estudiados en detalle. Suestudio puede ser asignado a los estudiantes como proyecto. Esperamos clarificar
estos temas en la pagina Web: www.abaco.com.ve

5.9 Expresion de un vector en una base:Componentes de un vector en
una base dada

Los vectores aparecen, tradicionalmente en el sistema educativo, por primera vez, relacionados con
problemas de fuerzas en el plano.

Una fuerza F, se descompone, en el plano, en la suma de dos fuerzas: Fx, la componente horizontal, sobre el
eje Xy Fy,la componente vertical sobre el eje Y.

Dada una fuerza F de 5 newtons ( 0 dinas segun el sistema en que se esté trabajando), se puede
descomponer en sus componentes Fyy F, , como se vé en el siguiente diagrama, en el cual se acepta que su
angulo 6 con el eje X es 30°.
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Y a
A
Fy=Fsen6A F=3 F sen 0
j 1 0300 .
Como sen 30° = % i Fx=Fcos® X |W3) /2

El cuerpo tiende a desplazarse mas rapidamente hacia la derecha que hacia arriba, ya que es mayor la
componente horizontal que la vertical.

En la fisica universitaria o en ingenieria en la parte correspondiente a los cursos de estatica o dindmica, las
componentes horizontal y vertical se denominan comunmente:

Fe=3(\3)/2i F,=302 j
Los vectores i e j, sonlos que nosotros denominamos en nuestro curso
e1=(1,0) y e2=(01).

En nuestra nomenclatura podriamos decir:
Fye= 3(N3)/2e Fy,=3/2e

Sin embargo, utilizaremos en este ejemplo la nomenclatura comun-en los cursos de Fisica universitaria,
utilizando i e j,enlugarde e1y e».

Labase 1i,j { es una base ortogonal, ya que <i,j>=0, es decir<eq,ez>=0.
Si nos interesara saber como se descompone la fuerzaF , en otras direcciones tales como sobre la recta y =
X, e y={(1/8)x, deberiamos utilizar utilizar una base diferente como se vé en el gréafico siguiente

Como ‘larrecta y = x forma un angulo de 45° con el eje X, luego , el angulo POQ es de 15°.
— —

Los angulos QPO y QRO, son de 90°. Los vectores OP y OR, son aquellos en los cuales se descompone
la fuerza en las direcciones solicitadas.

El &ngulo XOR, es dificil de determinar ya que no es un angulo notable. Con ayuda de una calculadora,
encontramos que tal angulo es un poco mayor que 7°.

Los vectores i e j son de magnitud o norma 1. Ello facilita que los vectores
Fe=3(N3)/2i F,=32j,
tengan precisamente longitudes o magnitudes 3 (V3)/2 y 3/2.

Para calcular F1 y F2, procederemos a hallar los vectores de magnitud 1, anélogosa i e j.

Asesorias Educativas 58-416-3599615 58-424-2616413 | 412-231903
155



156Capitulo 5SProyeccion de un vector en un subespacio que posee una base ortogonal

Como F> es un vector en la direccion de la recta y = x, escogeremos a nuestro gusto un vector en tal
direccién. Si x = 1, obtenemos y = 1 ('y = x). Luego el vector v2=(1, 1) es un vector en la direccién de F2.

Un vector unitario en la direccion de F2 es por lo tanto
uz=vo/lval =(1,1)/N2=(1/N2,1/V2)
Como  <F,u>=| F[| uzlcos 6=| Flcos®=| F|
( recuerde su curso de trigonometria y que uz es un vector unitario)
Procedemos a calcular la magnitud de F».
Como F = (3(V3)/2,3/2),tenemos que

<F,up>= (3(V3)/2)x(1/V2) + (32)x(1/N2) = (3(\N3)/2v2)+(3/ 2(N2)) =
= (3+3v3)/ (2v2) =~ 2,898

Luego, la magnitud de la fuerza F, es de aproximadamente 2, 9 newtons. Esta respuesta coincide por
supuesto con el producto F cos 15°, que por fortuna podriamos estimar con una calculadora como
aproximadamente 3 x 0,9659 = 2, 898. Este ultimo resultado se calculé como una proyeccion utilizando
relaciones trigonométricas.

Reflexionando un poco vemos como el método algebraico nos dé ciertas ventajas ya que no sélo nos dio la

magnitud de F. sino que también nos da su direccion y sentido ya que nos permite calcular el vector F»
puesto que es un vector de magnitud aproximada 2,898 en la direccion del vector unitario us . Por lo tanto:

F2~2,898us=2,898 (1/ 2,1/ 2) 0 exactamente
F2=((3+3V3)/2V2)(1/N2,1/N2)=
(3+3+3)/4)(1,1)
por lo tanto F = Fz,= (3 + 3V3) / 4

Como Fjes un vector en la direccion de la recta y = (1/8) x, escogeremos a nuestro gusto un
vector en tal direccion. Si x = 1, obtenemos y = 1/8 (y = 1/8 x). Luego el vector vs=(1,1/8)
es un vector en la direccion de F.

Un vector unitario en la direccion de F1es por lo tanto us=vs/|vil = (1,1/8) /(1 + (1/8) 2) =
(N64 A 65)(1 ,1/8)= (1/V65)(8,1)

Como | Fyl= <F,u>
(férmula deducida para el calculo de F»)
Procedemos a calcular la magnitud de Fy.
Como F = (3(\3)/2,3/2)=3/2(N3,3) , tenemos que

<F,ur>= (3/2)x(1/V65)9 (8V3) + 3+ = ((3/(2V65))x8V3)+(9/ 2(\65))=
= (12V3) /65 +9/(2V65)= (123 + 9)/65 = 3,694

Luego, la fuerza F1es de magnitud aproximada 3, 7 newtons.
Ademas, como en el caso de F

F1~3,694 us=3,694 (1/65) (8, 1) 0exactamente
Fi=((12V3)+9)/\65) (1/N65)(8,1)=
(9+12~3)/65) (8,1)
por lo tanto

Fix = (8/65) (9 + 123) F1y = (1/65) (9 + 123)
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En este ejemplo, sobre todo en la segunda parte, acortamos los argumentos utilizando las propiedades
aritméticas que a veces confunden a algunos, al simplificar algunos calculos y no dimos tantas justificaciones
pues ya se habian hecho justificando el método al calcular F» .

Como se puede ver en algunos ejemplos del texto, aunque se han escogido buscando que en la aritmética
involucrada aparezcan numeros enteros, es impdsible evitar la aparicion de raices, raices de raices, efc.
Muchos métodos practicos no se pueden presentar a este nivel porque la Unica manera de implementarlos es
utilizando algoritmos que hagan uso de computadores y calculadoras, ojala programables, mas el texto esta
disefiado como un soporte a la educacion universitaria basica y no presupone conocimientos de programacion
0 de andlisis numérico.

Muchas de las dificultades presentadas por los calculos en los ejemplos de este libro me han hecho pensar en
la importancia de un curso basico de introduccion a los métodos numéricos con principios de analisis numérico
que permitan a los estudiantes asomarse a un mundo donde la fortaleza de la teoria que hemos ensefiado,
llega en auxilio de nuevos métodos, més la debilidad de los aqui presentados “ que siguen el esquema teérico
“ es manifiesta.

Trabajar con aritmética “exacta” la cual es parte del contexto en el que se desarrolla el curso, plantea sus retos
y dificultades.

Escogencia de la base

El ejemplo anterior nos muestra la conveniencia de utilizar una base ortogonal al-descomponer los vectores en
sus componentes en dicha base. Los vectores es y e, constituyen un ejemplo de una base que a méas de ser
ortogonal es ortonormal , es decir: ortogonal y formada por vectores unitarios. De ahi que si se puede utilizar
en los calculos, los facilita. Sin embargo a veces es necesario trabajar con bases que no son ortogonales y
mucho menos ortonormales.

A continuacién procederemos a mostrar como se puede expresar un vector como combinacién lineal de
vectores base no necesariamente ortogonales.

Trabajaremos con un ejemplo en R 3.

Problema de ejemplo

Dados los vectores v1=(1,0,1), v2=(2,1,-3), v3=(0,1,1)

a) Demostrar que constituyen una base de R 3.
b) Expresar al vector .v= (3,2,1) como combinacion lineal de los elementos de tal base

Solucion
Para demostrar a) que tales vectores constituyen una base de R 3 debemos demostrar que
i) son linealmente independientes

i) R%=Gen?s vi,v2,var

Es decir que cada vector (todos los vectores) de R 3 se pueden expresar como combinacion lineal de
V1,V2,Y Vs.

Para probar que son linealmente independientes plantearemos la ecuacion vectorial:
X1 V2+ X2 V2+ X3 v3=0

Debemos demostrar que necesariamente x1 = x2 = x3 = 0

La ecuacion vectorial nos lleva a:

X1 (1,0,1)+x2 (2,1,-3)+x3 (0,1,1)=0

De donde: X1 + 2 Xo =0
X2 + X3 =
X7 - 3Xo + X3 =0
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Utilizando la matriz aumentada y el método de Gauss:

1 2 0 0 1 2 0 0 1
0 1 1 0 | =0 1 1 0 =
1 30 0 0 S5 0 0

El sistema de ecuaciones equivalente

X1+ 2X 0
X2 + X3 0
6 X3 = 0

tiene solucién unica
X1 =X = X3 =0

Terminamos aqui la prueba de i)

Para ii)

Seav=(vs,V2,Vv3)un vector cualquierade R 3

Debemos hallar escalares (nUmeros) tales que
V=(Vs,V2,V3)=Xs Vot X2 V21 X3 V3

Esto nos lleva a:
(vi,v2,v3)=x1(1,0,1)+x2(2,1,-3)+x3.(0,1,1)

Por lo tanto a:

1 2 0 V1 1 0 V1 1
0 1 1 Vo | = 1 1 vo | =10
1 -3 1 V3 0 -5 1 Vvs3-v 0

Es evidente que el sistema
X7 + 2 X2 V 14

X2 + X3 Vo
6Xx3 = v3-vi+tbhvo

Siempre tiene solucion para cada valordev1,va2,vs

Hemos probado ii)

0 0

1 1 0

0 6 0
2 0 vy
1 1 V2

6 Vv3-Vi+

Para responder a b) debemos expresar al vector v = (3,2 ,1) como combinacion lineal de los elementos de la

base. Esto se logra sustituyendo en la ecuacion anterior v1=3,v2=2, v3=1

El sistema de ecuaciones anterior se transforma en este caso en:

X1+ 2X =3
X2+ X3 = 2
6x3 = 1-3+5x2

De donde se concluye que

Xx1=56/3,x2=2/3, x3=4/3
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Las cuales son las componentes del vectorv=(3,2,1)enlabase v1i,v2,v3
Puede verificarse que

(3,2,1)=5/3(1,01)+2/3(2,1,-3)+4/3(0,1,1)
Generalizacion

Una base en un subespacio de dimension k, es un conjunto linealmente independiente de vectores V ={v1 vz,
_.Vk r de S que generan a S, es decir tal que:

S=Geniviva,. Vi b,
Esto quiere decir que :

SivesS, entonces v=A1vi+A2va+ |+ Ak Vk

para alguna combinacion de numeros reles A1, Az, .., Ak

vectores v; es Unica, en el sentido de que si:
VEMVitAoVot  +AkVk=V =LV + A2V +  + Ak
setieneque A=A, A2=N2, ..., A= Nk

La razon de ello es que si:

MVi+Aavo+ AV = N1vibA2va+ |+ AWk
se tiene que

(M-N1)vit (A5 A2) vot + (Ak-Ak) k=0
como el conjunto

V={vivo it

es una base de S, formada por lo tanto por vectores linealmente independientes, concluimos que
necesariamente

M-AN1=0,A2-A2 =0, ..., %Ak =0
Por lo tanto

M=AN1 =N ., A= Nk

unica. (Si hubiesen dos expresiones lineales del vector v en la base, estas serian iguales).
Los escalares (nimeros),
M, A2, ., Ak

se denominan, las componentes del vector v en dicha base.

Ejemplo:
Sea V=4vivavsr, vi=(12-1), v2=(0,3,2), vi=(1,2,1)
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160Capitulo 5Proyeccion de un vector en un subespacio que posee una base ortogonal

Demostraremos que constituyen una base de R3.
Para demostrar que estos 3 vectores de R3 forman una base de R?, basta con demostrar que son:
a) linealmente independientes y
b) que generan a R®
Sea MvitAovat A3vz=0
Debemos concluir que

M=A2=A3=0

Veamos:

Si A(1,2-1)+22(0,3,2)+ As (1,2,1) =0 = (0,0,0)

Entonces

M + A3 =0
20+ 32 +2A3 =0
M+ 20 + A3 =0

Resolviendo el sistema anterior, concluimos que su Unica solucion es A1=A2= A3 =0, concluyéndose que los
vectores son linealmente independientes..

b) Como S = Gen Vi V2, V3 ¢, €l conjunto de todas las combinaciones lineales de {V1,V2,V3 [, esun
subespacio de R?, de dimensién 3, concluimos que R3 = Gen V1 v2,v3 |, es decir que los vectores v1,vo, V3,
generana R3 .

Por ello, cada vector de R3 puede expresarse de manera unica como combinacion lineal de los vectores v1, vo,
V3.

Tomemos como ejemploav = (-1, 4, 11).
Calculemos las componentes del vector v en la base v1,vo, v3 .
Resolveremos la ecuacion vectorial:
(-1,4,11)= M(1,2,-1)+ X2(0,3,2)+A3(1,2,1)

De aqui se concluye al resolver un sistema de tres ecuaciones lineales en las incognitas A1, A2, A3, que A1=-
4 No=2,A3=3.

Las componentes del vector (-1, 4, 11) en dicha base son: -4, 2, 3, en su orden.
Ejercicios

1. Sean By B’ los subconjuntos de R3 dados por 1 (1,2,1),(2,1, 1),(0,0,3) ¢ ; 1(1,1,0),(2,0,1),(3, 1,0) ¢
Comprueba que tanto B como B’ son bases de R3 .

2.- Pruebe quev1=(2,1,0)yv2=(-3,0, 1) forman una base del espacio solucion del sistema de ecuaciones
lineales homogéneo siguiente:

-5x +10y-15z2=0

-X+2y-3z=0

3x-6y+9z=0

3.- Pruebe que v 1=(2,1,0)yv2=(-3, 0, 1) forman una base del espacio solucion del sistema de ecuaciones
lineales homogéneo siguiente:
2y +10z-10w =0
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Capitulo 5Proyeccion de un vector en un subespacio que posee una base ortogonal

2x-3y+13z-11w=0

X-2y+z-3w=0

-2x+5y-3z+w=0

5.- encuentre una base y la dimension del conjunto del sistema homogéneo dado
2x-2z2-t=0

-y-w+4t=0

3x+y-3z=0

4. a) Calcula las coordenadas del vector de (4, 5) en la base canonica de R? y en la base
B={21) (-1, 1)}

b) Calcula las coordenadas del vector (2, 3, 1) en la base canonica de R3 y en la base
B={(1,1,1),(0,1,1),(0,0, 1)}

5. Consideremos en R?, el conjunto B ={(1, 1), (1, 2)}.

a) Comprueba que B es base de R2.

b) Calcula las coordenadas respecto de B de los vectores (1, 0), (0, 1) y (-1, 1).

c) ¢,Cu’ales son los vectores de R? que tienen por coordenadas respecto a B a (1, 0), (0, 1)

y(2,3)?

d) ¢, Cu’ales son las coordenadas de (1,0), (0, 1) y (-1, 1) respecto de la base B ={(1, 2),(1,1)}?

6. Demuestra que B={(1, 1, 0), (1,0, 1), (0, 1, 1)} es una base de R®y calcula las coordenadas

del vector (1, 1, 0) en dicha base.

7. Demuestra que B ={(2, 1, 3), (3, 2,-5), (1,-1, 1)} es una base de R3 y calcula las-coordenadas
del vector (6, 2,-7) en dicha base. ;Cu’al es el vector de R3 que tiene coordenadas (3, 2, 5)
respecto de la base B?.

8. ¢, Para cuales valores de _ el conjunto B={(_, 1,0),(1,0,_), (1 + _, 1,2)} es una base de R3 ?

9. ¢, Forman los vectores {(1, a, b), (0, 1, c), (0, 0, 1)} una base de R? para cualesquiera a, b, ¢ € R?

10. Completar {(1, 1, 0), (2, 1, 1)} a una base de R?

11. Hallar una base y la dimensién del espacios vectorial: Gen.{(1,4,-2, 1), (1,-3,-1,2), (3,-8,-2,7) ¢

12. Determine si el conjunto de vectores es una base de R3:
a.(1,2,3),(3,2,1),(0,0,1);b.(1,2,3), (3, 2, 1);c(0,2,-1), (1,1,1), (1,3,0).

13. Exprese al vector como combinacion lineal de/la base: u = (1,2) V= (1,1), (-1,1)}

14. Halle una base para el espacio columna de la matriz

2 0 3 4
01 1 =1
31 02
I 0-=4 -1

15. El rango de una matriz es.¢l maximo numero de columnas (y/o filas), linealmente

independientes. Coincide con la dimension del espacio fila y con la del espacio columna. Halle el

rango de cada una de las siguientes matrices:

2 1473 1 -1 2 1 3 2
@@ |1 =1 2] ® |3 -3 6|@]|5 11
I o 3 —2 2 -4 6 4 3

16. Hale-una base para el subespacio generado por
a. (1,3), (-1,3), (1,4), (2,1). b. (1,2,1), (3,1,-1), (1,-3,-3)

161

17 Demuestre que los subespacios generados por los vectores (conjunto de todas las combinaciones lineales

posibles, llamado en este texto Gen ( )), son diferentes.
V= 1(1—1.2-3), (1,1,2,0), (3,-1,6,-6), W=1(1,0,1,0), (0,2,0,3) ¢
18. Demuestre que el conjunto de los vectores

, , 3X +2y+4z=a _ -
b el sistema de ecuaciones X - 7=b tiene solucién

c 2X + 2y+b5z=¢

es un subespacio de R3. Calcule una base de tal subespacio.
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162Capitulo 5Proyeccion de un vector en un subespacio que posee una base ortogonal

19. Halle una base ortonormal (formada por vectores ortogonales, de longitud 1) para el subespacio columna
(generado por las columnas) de la matriz

—_— N O =

2
2
3
1

W 3 D A
S = O =

Cuél es la dimensién de dicho subespacio?.
5.10 Expresion de un vector en una base ortogonal

Silabase V=3vi vy v deun subespacio S, es una base ortogonal, entonces cada vectorv € S, se
expresa de manera Unica como:

(MYyv=<v,vi>/<vi,vi>) v + (Y, V2> /<vp, va>)va+ o+ (SV, V> [ <V, Vk>) Vg

Veamos por qué.
Si vElvitAavat |+ AV

Tenemos que,

(*)
<V, V1> = <AVitAaVat AV, V> =S A<V, V> + A<, Vi >+ A3<va, Vi >+ L+ A<k, V1>
Como los vectores base  v1,v2, .., vk son ortogonales entre si, tenemos que

<vo,v1>=0. <v3,vi>=0..<v,vi>=0

Concluyéndose de (**), que

<v,vi>= A<vy, vy>

De donde
A= <v,vi>/<vq,vi>
Concluyéndose el valor de la primera componente escrita en letra itélica en (*).
Reiniciando el argumento como se hizo en (**), mas calculando sucesivamente
<V,V2>,<V,Vv3>, ..., <V, V>,
llegamos a la conclusion deseada.
Silabase V=9vivy V!

Estuviese formada por vectores ortonormales, es decir no sélo ortogonales entre si, si no también de norma 1
(unitarios), en donde <v i, vi>=1,paratodoi, vie V, la expresion (*) se convertiria en:

V=<V,Vi> Vs + <V, V> Vot ...+ <V, K V> Vg

Ejemplo
La base Vadvivavat, vi=(1,2,-1), v2=(1,-1,-1), v3=(1,0,1)
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Es una base ortogonal ( mas no ortonormal ), ya que los vectores v i, son diferentes de 0, y
<Vy,V2>=<vq,v3> =10
Si v=(-1,4,11)

es el vector que expresamos anteriormente en una base no ortogonal, en esta nueva base ortogonal
podemos utilizar la expansion (¥).

Calculando:
M=<V,vi>/<vy,vi>=-4/6=-2/3
A=<V, V2> /<vy,v2>=-16/3
A3=<v,v3>/<v3,v3>=10/2=5
concluimos que:
v=-(2/3) vi-(16/3) v2 +5 w3
Basta ahora verificar que en verdad

(-1,4,11)=-2/3) (1,2,-1)=(16/3) (1,-1,-1)+5 (1,05 1)

Conveniencia de las bases ortogonales

La expresion de vectores en bases ortogonales tiene muchas aplicaciones. Hay por supuesto algunos
requerimientos: en el espacio vectorial debe haberse definido al menos un producto interno ( producto
escalar).

A pesar de que en este texto se ha hablado solo de vectores en R 2, R 3, y en general en R 1, existen otros
espacios vectoriales cuyo estudio no es nuestro objeto. En algunos de ellos como es el caso de algunos
espacios de funciones, se definen también productos internos y normas.

En ellos, la expresion de un vector en una base ortogonal se puede calcular utilizando la expresion (¥).

En este capitulo veremos, més adelante, una importante aplicacion de las bases ortogonales: su aplicacion a
la solucion de sistemas de ecuaciones ( consistentes o n6 ) por el método de los minimos cuadrados.

La formula (*) no funciona por supuesto, aunque se halla definido un producto interno, si la base no es
ortogonal.

5.11 Proyeccidon de un vector “v” en un subespacio S, el cual posee una
base ortogonal

La idea de proyectar un vector en un subespacio, en presencia del producto interno, con ayuda de una base
ortogonal, de dicho subespacio, se basa en la idea geométrica de proyectar un vector en RS, en un
subespacio, sea éste una recta o un plano (que pasen por el origen).

Asuma que un vector v se va a proyectar sobre una recta que esta en la direccion de un vector v4#0, como lo
muestra el siguiente dibujo.
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164Capitulo SProyeccion de un vector en un subespacio que posee una base ortogonal

Es claro que si o v1 es dicha proyeccion, requerimos “geométricamente” que sea ortogonal a v1
oseaa a Vi (éstaes laidea geométrica de proyeccion).

Por lo tanto o debe satisfacer <v-v, v>=0
O lo que es equivalente: <v- v, av1>=0

Por lo tanto, dada la multilinealidad del producto interno,

o<v,vi>-o2<vy,vi> =0,

Por lo tanto: Luego

o= <v,vi>/<vv>
Que era lo que deseabamos concluir. Q .
Si un vector v € R 3, se va a proyectar sobre un plano que pasa por el origen (subespacio decﬁ , de

dimensién 2); procedemos de modo similar siguiendo el dibujo siguiente. @\«
@Q;é
@)
&>
|
|
d
Porser v-V ortogonal tantoavicomoa v2 , viz0 y vo %@$’concluimos que

<)

Por un razonamiento similar, utilizando al comenzar a v, en lugar de v1, concluimos que
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Por lo tanto, la proyeccion del vector v , en el subespacio generado por la base ortogonal 3 v1, vz ¢
es V= (<V, V> <V, V> ) vt (VL V> /<, V2 > ) Ve

Que equivaldria a proyectar el vector v sobre cada vector base y luego sumar las proyecciones.

Generalizando la formula a R™ “concluimos” que la proyeccion de un vector v en un subespacio S, que posee
una base ortogonal 9 v1,va. ., Vk r, esta dada por:

VE(<V,v>[<v,vi>) v+ (SV, V> [<vp, o> )vo+ .+ (<V, V> <vk, V> ) Vg

Algunas analogias son notables en este procedimiento:

a) La formula para calcular la proyeccion de un vector v, situado fuera del subespacio, en el
subespacio con base ortogonal, es exactamente la misma que se utiliza para calcular-las
componentes de cada vector del subespacio, en dicha base ortogonal. Por lo tanto si el vector v-esta
muy cerca de tal subespacio, la formula aun funciona, y si rotara hasta tocar el subespacio;la-férmula
funcionara aun.

b) En seguida veremos que la pertenencia o no, de un vector b, al espacio afin de las soluciones de un
sistema de ecuaciones lineales (que no es por lo general un subespacio), determina si el sistema de
ecuaciones A x = b, tenga o no solucion. Si el vector b pertenece a tal espacio afin, el sistema
tendra solucidn, de lo contrario no la tendra. Cuando el vector b no pertenecea tal espacio afin.
procederemos a buscar su proyeccion b sobre tal espacio afin. Como b: pertenece a tal espacio afin,
la ecuacién matricial A x = 1 siempre tendra solucion. A cualquiera de estas soluciones se le
denomina una “solucion por minimos cuadrados” de A x = b..” Por supuesto, un vector x, que
resuelve Ax =D, logra que b = Ax, sea el vector mas “cercano” @ b, en tal subespacio.

Ejercicios

1. Hallar la proyeccién del vector (1, 2, 1) sobre los siguientes subespacios vectoriales de R®:
a) U=Gen({(0,1,2), (1,2, 3)}

b) W={(x,y,z) e R3:x -2y + 3z =0}

2. Calcular la proyeccidn ortogonal del vector (1, 0, 1) sobre los subespacios generados por
{(1,2,1),(0,1, 1)}y {(2,-1, 0)}. ¢ Cual es la-distancia de este vector a cada uno de los
subespacios?

5.12 Proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt. Existencia y
construccion de bases ortogonales

El producto interno de vectores se generaliza a R" de manera natural asi:

X = (X1, X2, X34.,%) € y={(y1, Y2, Y3 .., Yn) son vectores en R, se define el producto escalar o
producto interno, denotado por x.y 0 <X,y >como:

X.Yy=<X,y>=X1y1+ Xoy2+X3ys+ ...+ Xa ¥n
La.norma de x, denotada por |x| se define como:
X[ =V(X12+ X22+X32 + ...+ Xn2)
Todas las propiedades algebraicas de la norma y del producto interno que estudiamos en R2 y R3y las
relaciones entre la norma y el producto interno se cumplen en R", salvo los resultados geométricos que no se

pueden modelar para n > 3.

El siguiente proceso de ortogonalizacién se puede aplicar a partir de R2 . Si en R?2 tomamos dos vectores v1y
vz, diferentes de 0, no colineales, y definimos

Ut = vy y U= Vvo—(<vz2,u1>/<uq,us>) u
tenemos que: <U,U2>=<vy, V2> (Kvg,vi><ug,u>/<uq,u>)=
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166Capitulo 5 Ortogonalizacion de Gram-Schmidt

= <vq,V2>-<vy,vi>=0.
Luego u1es ortogonal a v2 . Ademas si tenemos k vectores Vi, V2, ..., Vk,que son ortogonales entre si o
sea que
<vi,Vvi>=0sii#].

El conjunto {v1, vz, ..., vk f es linealmente independiente ya que si

Vit ceVvetosVst ... tokvk=0
entonces, para probar que necesariamente ou = 0= 0i3= 0 =0

lo cual garantiza la independencia lineal , basta con utilizar el producto interno sucesivamente asi:

0=<vy,0>=<vi,04Vi+ CaVotoaVz+...+OKVk>=
S0 <V1, V1>t 0<Vi, V>t 03 <vy,V3>+ .+ 0k <Vi, Vk>=
=0 <V1,V1>

ya que los otros productos internos dan 0 por ortogonalidad. Como < v1, v1 > =| v4 | 2 0, concluimos que
o = 0. De manera sucesiva se multiplica la combinacion lineal igualada a 0 por vk para probar que ok = 0, k=
2,...0N.

En consecuencia: todo conjunto ortogonal de vectores diferentes de 0, es linealmente independiente.

Los vectores asi construidos en R? . Son linealmente independientes y como R? es de dimension 2, hemos
construido una base de R? .

El vector u2, se obtiene restando a v, su proyeccién (< vz, u1>/<wui, us>) uq, asi:

[, V2= U

U1

lud =<vo,u1>/<ur,u >

»

Se vé que geométricamente, los vectorer son ortogonales en R2 . En R3 , podemos construir los primeros dos
vectores us y uz. El vector uz se obtiene-al restarle a vs su proyeccion sobre el plano generado por usy uz
asi: Uz=va—(<v3,u2>/<uz,u2>)uz-(<vs,u3>/<uz, uz>) us

El proceso se ejemplifica en el grafico siguiente. El vector uz es ortogonal al plano que contiene aus ya uz.
A

V3

El nuevo vector us es ortogonal a u1y uz lo cual puede probarse efectuando <uq , us> y < uz ,uz>,
recordando que <uq,u2>=0,yaque usy uzya son ortogonales.

La construcciéon de ux se hace, a partir de vx después de que se han definido los vectores mutuamente
ortogonales ur,uz2 , Us, ..., Uk1 asi:

Uk = Vk—=(<Vk, Ur>/<ur, u>) U = (<Vk, U2>/<uz, uz>) Uz —... - (<Vk, Ukt >/ < Ukt , Uk1>) Ukt
Si en particular, arrancamos, en el proceso de ortogonalizacion, de una base vi, v2, ..., vk €n un
subespacio de dimension k, obtendremos una base ortogonal. Si dividimos cada uno de estos vectores por la

norma de cada uno de ellos, obtenemos una base ortonormal.

Este proceso de ortogonalizacién denominado de Gram- Schmidt nos permite asegurar que todo subespacio
de dimension finita con producto interno, posee al menos una base ortogonal (u ortonormal).
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5.13 Solucion de sistemas de ecuaciones lineales por minimos
cuadrados

En base a los comentarios de este capitulo, el sistema de ecuaciones Ax = b, A
de dimensién mxn, tiene solucién siy sélosi be GeniA{, Az , Ayt 0 sea al
espacio generado por las columnas de A.

En el caso en que Ax = b, no tiene solucidn, calculamos la proyeccion b de
b sobre

GendA+, Az , Ant. El sistema de ecuaciones Ax =b siempre tiene solucién.
Veamos un ejemplo en R?.

Claramente el sistema de ecuaciones

2x+ y=1
2x—y =2
X+ Yy =1
Al ser resuelto por Gauss, nos lleva a:
2 1 1 = 2 1 1 = |2 1 1
2 -1 2 0o -2 1 0 -2 1
1 1 1 0 Y% 0. 0 %
El sistema es por lo tanto inconsistente.
2 1
A partir de los vectores columna  vi=| 2 Vo -1
1 1
construimos. uy = vy,
79
Ahora: U= Vo-<vVo,U>/<ur,ur>u = vo—(1/9)vs=|-11/9
8/9
79
Utilizando ux= |-11| cenlugarde | -11/9
8/9

ya que cualquier vector ortogonal diferente de 0 puede sustituirse por otro en su misma
direccion, tenemos:

b =(<bu>/<ur,wm>)ur+ (<byuz>/<uz,u2>)uz

2 7 35/26
= (719) | 2 + (-7/(26%9)) |-11 | = | 49/26
1 8 14/26
Ahora, en lugar de tratar de resolver el sistema de ecuaciones inconsisterte
Ax=b,
procedemos a resolver ahora el sistema, que siempre tiene solucion
Ax=b ,
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168Capitulo 5 Ortogonalizacion de Gram-Schmidt

Endonde b es el vector proyeccion de b en el espacio generado por las columnas de la
matriz A, el cual acabamos de calcular. En este caso el nuevo sistema seria:

2x+ y= 35/26
2x - y= 49/26
X +y= 14/26

cuya solucion es x =21/26 , y=-7/26.
Ejercicios

1. Hallar la proyeccidn del vector (1, 2, 1) sobre los siguientes subespacios vectoriales de R®;
a)U=1({(0,1,2),(1,2,3)})
b)W={(x,y,z) eR3:x -2y +3z=0}

2. Calcular la proyeccidn ortogonal del vector (1, 0, 1) sobre el subespacio generado por
{(1,2,1),(0,1, 1)}y {(2,-1, 0)}. ¢ Cual es la distancia de este vector a cada uno.de los
subespacios?

3. (a) Decide razonadamente si el vector (1, 2, 0, 1)

pertenece o0 no al subespacio vectorial de R* generado por los vectores (1, 0,2,0)y (0, -1, 1, 1).
(b) Calcula una base ortogonal de tal subespacio.

4. Halle la ecuacion de la recta que mejor ajusta en el sentido de los minimos cuadrados a los
puntos P(1,1), Q(4,2), R(2,3). R/'y=3/14 x + 3/2.

5. Halle la ecuacion de la recta y = ¢x + d que mejor-ajusta los puntos P(1,2), Q(3,5), R(4,8) en el
sentido de  los minimos cuadrados.

6. En cada uno de los problemas a), b), c), d), halle las rectas que mejor ajustan los datos en
cada una de las tablas, en el sentido de los minimos cuadrados. Calcule las desviaciones r

a) b) c) d)
ai b ai bi ai bi ai bi
1 3 0 1,2 1 2 1 2
2 5 1 -3,1 2 3 2 3
3 6 1 -7 3 4 3 4
4 9 2 -11 4 51 4 5,01
5 6
Rly=19x+1 Riy=-4,05x+1,1 R/y=1,03x+0,95 R/y=1,001x+0,99
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